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Parte 1. Conceptos basicos - ejercicios

Seccion A — problemas matematicos tradicionales

1A.001  Por favor calcule: 119 + 27
1A.002  Calcular: 9003 + 271
1A.003  Calcular: 19.01 + 26.55
1A.004  Calcular: 19.01 + 357.014
1A.005  Calcular: 78 + 101.01 + 7.7803
1A.006  Calcular: 228 - 17

1A.007  Calcular: 227 - 18

1A.008  Calcular: 227 — 18.34
1A.009  Calcular: 916.07 - 805
1A.010  Calcular: 111 - 112
1A.011  Calcular: 27 - 318

1A.012  Calcular: 94.17 — 2016.4
1A.013  Calcular: 11.1 — 2222.22
1A.014  Calcular: 3 - 27

1A.015  Calcular: 812 - 694
1A.016  Calcular: 812 - 694.03
1A.017  Calcular: 812.99 - 694.03
1A.018  Calcular: 2.22 - 33.33
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1A.019
1A.020
1A.021
1A.022
1A.023
1A.024
1A.025

1A.026

1A.027

? -7
48 6

Calcular:

Calcular:

Calcular:

Calcular:

Calcular:

Calcular:

Calcular:

Calcular:

98:70§
7
9%6:12 0 2
12

9%:8 0=
8

100:80%

101:80%

19:12 0 2
12

12

12:96 0 —
96

12:97 o 2

97

Acortar las fracciones

112
84
437
769

—52

65 160
242

550 13013

Calcula lo siguiente

SE RN
wlwo

Complete los espacios vacios:

?

6
7 28

165
-33
1.2
2 12
7 14
12 2
-6 _ 6
26 ?
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1A.030  Calcula lo siguiente:

111 3.23.2 3.23.22
2 2 2 4 5 1.5 4 5 1.5
24.2 24.% 24.~~

8 8
24~ _2.2.7

- 4

1A.031 Acortar las fracciones

1 1 1
4 va Z
1 1 7
8 7 1
1 11 11 11
7 7 3 13 14
7 7 13
3 14
1A.032 Acortar las fracciones
2 1 2 2
37 3-7 33
10 1
2-22 4-2 —6+=
4 4 3
_11 4_5
3 4 5 6
11 2_3
5 6 3 4

1A.033  Encuentre un denominador comun y reduzca:

N|w

+

A w
o |
©oIN

——4=
4 6
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1A.034  Encuentre un denominador comun y reduzca:

1 1

a+b a-b

1A.035  Reducir lo siguiente:

11 9 9 9

Sl (=313 (3)5tes
11 7 1 7
7 (=4)-5-3 5

1A.036  Reducir lo siguiente:

11 1 1
J— J— 3__
2 3 6 4 3
7 15
_+4 —_—
4 4 2
8. 1
4=
7 3
16
3

1A.037 Escribe estas fracciones como nimeros decimales y porcentaje:

7 18 1000 5

12 25 10

N =

1A.038  (Cuél es el porcentaje para:
35 de 1407 35 de 70? 35 de 175?
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1A.039  Escribe estos porcentajes como fracciones:100%,
50%, 75%, 250%, 10%, 5%, 2%

1A.040  ¢Cuéantos puntos porcentuales es el cambio del 50% al
60%? ¢ Del 80% al 90%? ¢ Del 50% al 40%?

1A.041

En diciembre un cuenco de cristal cuesta 400 ddlares.

En enero cuesta 350 dolares.

¢ Cual es la reduccion de precio en porcentaje?

Mas tarde los clientes se acostumbraron al precio de 350 doélares.
En abril el precio sube a 400 dolares.

¢Cual es el aumento de precio en porcentaje?

1A.042  Reducir lo siguiente:

XxX+x+x 2X—X—X X—X—X
Xy -z a+b-—2a a-b—2a
4b — 13b

1A.043  Reducir lo siguiente:
3x 3x 3x+3y

X y y
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3a a 8b
2b b

[ecll lee)

1A.044  Anade lo que falta:

4 20 6 3 7aa _ 14a
77 40 77 5a EE
48 2 26 —26
E 7¢ "~ 28c2 ER

1A.045  Multiplica entre paréntesis:

x-(2-y) —4(x—y) B-x)-3
(7—1vy)2 3a(6 —a) 22 —a)4

1A.046  Multiplica entre paréntesis:
4(7a+ b) +8(a + 3b)
6(d—2e—f)+2(d—e+2f)
a(a—b)+b(a+Db)

1A.047  Ponga un factor comun fuera de paréntesis:

14 — 7a 4a + 8b
10a + 5b 8 —4x
18x — 3xx —bxy + 4x
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1A.048 Dividir la fraccion en dos fracciones:

2x+2y 3a—-3b 3a-3b
4 4 3
3aa—3ab 3a—-3b
3a 1

2

1A.049  Reducir lo siguiente:

T T 2T 2T
-—— =+ — — . 81 — 57t
3 6 9 41T

1A.050  Multiplica las identidades entre paréntesis:
(a+b)(c—d) (4+a—b)(a+b)
(2a+ b)(b — 3a)2 (5a — 5b)(5a + 4b)

1A.051  Usa las reglas de los cuadrados de izquierda a derecha
para calcular:

(x +¥)? (x —y)? (4x + 1)°
(x +1)2 (x — 5)2 (2x + 2y)?
(a+b)(a—Db) (Ba+1)B3a-—-1)

(3a + 4b)(3a — 4b)

1A.052  Usa las reglas de los cuadrados de izquierda a derecha

para calcular:
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X%+ 4 —4x 4 + x? — 4x 9 — x?
a® — b? 9a? + 4b?% + 12ab
4 + 36b% — 24b

1A.053  Usa las reglas del cuadrado para calcular:
1
2 2
(3x — 5y) (1-2x) (x — E)

(-3 —-3x)(—3+ 3x)

2

1A.054  Usa las reglas del cuadrado para calcular:
a’ + b? — 2ab 4b%2+1—2b 42 — p?
(3a)? — (4D)?

1A.055  Reducir lo siguiente:

4q%2-9 b%2+9+6b 3¢2—12¢c+12

4a24+9-12a b2+3b 5¢2—-10c

1A.056  Reducir lo siguiente:

4a%-16a+16 9b2—16¢2 8b%2-18¢2
5a2-10a 3a—4c 2b+3c

1A.057  Lift the parenthesis:
x(x+1D+1 A+x)x+1 x(x + 2x)
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1A.058 Levante los paréntesis:

x(x(x+1)+1)+1

1A.059  Vuelva a escribir, estableciendo paréntesis, de modo
que X sea elevado a uno:

x3+x2+x+1

1A.060  Calcula lo siguiente:
(x—3)2+(x+3)(x—3)

(4x —2)2 — 2x + 2)? — 6x(x — 2)

(x+ 1%+ (x—1)2

—(4x —5)(4x +5) + (3x + 2)% + 7x?
(Bx—2)2—Bx+2)Bx—-2)+33Bx+2)

1A.061  Calcula lo siguiente:

V4 V16 V169
V0 V—4 —16

¢ Es posible calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo? Si
no es posible, simplemente responda: no hay solucion.

1A.062  Calcula lo siguiente:

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3

15




0.64 0.81 "
1 4 4
4 9 -9
1A.063  Calcula lo siguiente:
V2 V3 V2 +2
V64 + 36 22 — 4 V102 —-4-8-5

1A.064  Calcula lo siguiente:

V10 -10 primero multiplica y luego calcula la raiz cuadrada.
v10-10 primero divide la raiz cuadrada y luego multiplica.
V9 - 4 primero multiplica y luego calcula la raiz cuadrada.

V9 -4 primero divide la raiz cuadrada y luego multiplica.

1A.065  Calcule lo siguiente de la forma habitual:

1 4 121

4 9 36

Luego, primero dividiendo la raiz cuadrada, seguido de la division:
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1A.066  Calcula lo siguiente:

Va4 Vi + V4 Vi -4
V4 ++/16 V4 +16 449
VA9

1A.067  Calcule lo siguiente (primero elevando al cuadrado y
luego la raiz cuadrada):

(-8)? J=9)? J=ay?
J(=aby?

1A.068  Calcula lo siguiente:

Ja a ., . a ., .
=— — solucion habitual — solucion alternativa
Ja a a

1A.069  Calcula lo siguiente:
103 - 103 102 -10° 1072 -10°

1

1
10z - 102

1

3 _3 1
102 - 102 10 2-102

1A.070  Reducir lo siguiente:
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1 2 10%2.1071
101 104 104

103-10%2-1071 y _ 103-10%2-1071 y _
10-% - 103 solucion habitual 10-%.103 solucion alternativa

1A.071  Reducir lo siguiente:

1 3
103-10%2-1071 102 -10 2 - (10%)?

2-107%.1073 102 .1071

1A.072  Reducir lo siguiente:

2
102-107%-0.1 0.01-0.1- 75 1011.10°-1073
1. 10-4.102 i3 1 1
10 107710 102 - 102 0.2-102 - 102

1A.073  Reducir lo siguiente:

x~1 x4 x4

1A.074  Reducir lo siguiente:
52 — 42 4.275
2-(-2)° 2-(=2)°+ (-2)?

1A.075  Reducir lo siguiente:
(2-3)° ((2-3)%)?

() (@)
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1A.076
6% - 63

6)

1A.079
(a- b)’

o)

y

Acorta lo siguiente:

46 . 56

5 147\5
G 6
(4°)°

Acorta lo siguiente:

53 .33
183

Acorta lo siguiente:

1 23.33
124 123
43°

Reducir lo siguiente:

((a-b)®)?

(@)

@’

(8")°

(427
167
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1A.080  Convierta a exponenciales y reduzca lo siguiente:

3
V8- V8 V6 Y8 =
X243

1A.081  Convierta a exponenciales y reduzca lo siguiente:

3 6 Ve3 - V62
Va-VE Ve —

1A.082 Resuelve la ecuacion:

18x +13 = 13x + 58

1A.083  Resuelve la ecuacion y prueba la respuesta
insertandola en la ecuacion.

14(54+x) =5Bx —4) — 3(5 — 2x)

1A.084 Resuelve las ecuaciones:
4—x =11 5—x=5 —3x =24

3 1
Jx=7 ;(1+x)=38
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1A.085 Resuelve las ecuaciones:

4y+1 _ 4y-3 z+3  2z-5 1

= 2 -3 " T3, = Yy Z *F 0
1A.086 Resuelve la ecuacion:
6y—5 8—-6y 7y+3 9-2y
6 6 8 3
1A.087 Resuelve las ecuaciones:
5_5 x_3.95 a+6_5
y 9 9.7 7.9 13 8
6 b ¢ __ 15+c
545 5 5  5+3
1A.088 Resuelve las ecuaciones:
1.35 1
0.45x = 1.35 =— = —4x = — -
0.45
7 1
5437 6
1A.089  Resuelve las ecuaciones para x > 0
1 1 1
xz2 =3 x2—2=0 2x2—2=0
1A.090  Resuelva la ecuacion considerando primero valores de

X que no son posibles:
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16x—2 _ 12x-12
2(2x+1)  3x—4

1A.091  Resuelve la ecuacion con respecto a Xx:

44+4x =2ax+ 6

1A.092 Resuelve la ecuacion:

x2—-2x4+1=0

1A.093 Resuelve la ecuacion:

x?—=2x=0

1A.094 Resuelve la ecuacion:
—2 —3x = —2x?
1A.095 Resuelve la ecuacion:

lxl = Vx

1A.096 Resuelve la ecuacion:

—V2-x=0

1A.097 Resuelve las ecuacionas:
x(x—3)=0
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4x(x+4)=0

(x—=3)(x—7)
4(x—=5)(x—-1)=0
8(x+4)x=0

1A.098  Resuelve la ecuacion:
—x?—-2x+3=0

2x% +4x—20=0
2x>—4x+8=0

1A.099 Resuelve la ecuacion:

—5x%2—-4x—1=0

1A.100  Resuelve la ecuacion adivinando raices y ve si da una
expresion verdadera o falsa. Luego verifique por CAS.

x3+x2=0

1A.101  Encuentra una raiz para x adivinando e insertando.
Luego verifique por CAS.

x34x?=-2=0

1A.102 Resuelve las ecuacionas:
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x* =16 x* =81

1A.103  Estima las dos raices en la ecuacion, luego verifica por
CAS:

x* 4+ x? =81

1A.104  Resuelva estas ecuaciones usando primero la ecuacion
para resolver ecuaciones de segundo grado:

x*—40x>+144=0 2x* — 64x% — 288 =0

1A.105  Resuelva esta ecuacion usando primero la solucién
cero:

xt—2x3-3x2=0

1A.106  Resuelve estas dos ecuaciones con dos incégnitas:

10x+4y =44 y 2x—y =7

1A.107  Resuelve estas dos ecuaciones con dos incgnitas:

2x—y=6 y 3x—5y=2

1A.108  Resuelve estas dos ecuaciones con dos incognitas:
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3 _ 4 5 _ 5
2xX—-3y+3 3X—4y+3 y 3x+4y—6 4x+3y+1

1A.109

x+%y=4 y 2x—3y=-3

1A.110

%x+3y=—7 y —2x+2y=-14

1A.111

¢En cual de estas expresiones x e y son proporcionales?

1 1
1) x =4y Z)x—gy 3)x—;
4)x =4y + 3 5)x=§—4 6)x=k-§
1A.112

Podemos usar valores de x en un intervalo abierto de 2 a 3.
Muestre esto en una figura, en un paréntesis de intervalo y en una
desigualdad.

Luego muestrelo durante un intervalo cerrado.
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1A.113

Podemos usar valores de y mayores que -17. Muestre esto en una
figura, en un paréntesis de intervalo y en una desigualdad.

Podemos usar valores de y mayores o iguales a -17. Muestre esto
en una figura, en un paréntesis de intervalo y en una desigualdad.

1A.114  Resuelve las dos desigualdades:

1x+3>—1x+4 ix—3>4—lx
2 3 3 3

1A.115  Resuelve la doble desigualdad:

2x—4<2x+3<6—x
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Parte 1. Conceptos basicos - ejercicios

Seccion B — problemas de matematicas aplicadas

1B.01
Un recipiente con agua esta lleno al 20%. Si se llena con 8 metros
clbicos mas, estara lleno al 25%. ¢ Qué tamafio tiene el barco?

1B.02

Un palé con sacos de grano pesa 419 kg, pero no se sabe cuantos
sacos son. Se coloca encima otro saco de grano y la masa total es
ahora de 440 kg. ¢ Cuéntos sacos de grano habia al principio?

1B.03

Una bafiera puede contener 300 litros de agua. Se llena con 40
litros por minuto, pero la salida esta parcialmente abierta y salen
de nuevo 17 litros por minuto. ¢Cuanto tiempo llevara llenar la
bafera?

1B.04
Un caballo come el 75% de un fardo de heno al dia. ;Cuantas
balas de heno comeran 5 caballos en 30 dias?

1B.05
Un tanque de combustible esta lleno al 10%. Con 20 litros mas se
llena un 14%. ;Qué tan grande es el tanque?

1B.06
Cuatro caballos comen 2,5 fardos de heno al dia. Cada tres dias

solo comeran dos caballos. Cada tres dias comeran tres caballos, y
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cada tercer dia cuatro caballos. En el granero hay 450 fardos de
heno. ¢ Cuantos dias duraran?

1B.07

d=3800vh es una expresion aproximada para la distancia (en
metros) al horizonte cuando miramos al mar desde la altitud
(altura) h.

Calcule d parah =2 my para h =40 m.

Estamos al nivel del mar. ;Desde qué distancia podemos ver la
cima de una montafa de 1000 m de altura?

(En el problema 2B.09 se presentara un método de calculo mucho mas
preciso).

1B.08

Dos coches cuestan 200.000 ddlares, incluido el 25% de IVA.

¢ Cuanto cuesta un coche sin IVA?

1B.09
La ecuacion describe una estimacion aproximada en millones de

libras para un bloque de pisos: E = 250 + % (n+ 4) donde E son

gastos, 250 son gastos fijos, %(n + 4) son variables gastos con n
como el nimero de pisos hasta n = 20.

¢ Cuales son los gastos tanto para un edificio de 8 pisos como para
uno de 12 pisos?

¢ Cuantos pisos son posibles por 450 millones de libras?
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1B.10

El periodo T (en segundos) de un péndulo matematico es
aproximadamente:

T = Zn\/é donde L es la longitud del cable en metros y g es la

aceleracion de gravitacion de aprox. 9,82 (unidad: EZ)
S

Calcule el periodo T para una bola de demolicion que se balancea
con cables de 5, 10 y 15 metros de longitud.

1B.11
La densidad ¢ (un “rho” griego) depende de la masa (m) y el
volumen (V).

(Coémo depende ¢ de m? ;Y como depende ¢ de V?

Una esfera sélida pesa 15 kg y tiene un volumen de 0,002 m?,
¢ Cual es la densidad?

1B.12
Un fabricante de kayaks quiere un nuevo modelo que pese menos

de 20 kg. La resistencia del material exige que pese al menos 15
kg.

Escribe el rango de masa opcional como un intervalo y como una
desigualdad.
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1B.13

Una bomba de suministro de agua produce 90 m2 por hora. Se
inicia suavemente (linealmente) en 20 segundos, funciona durante
12 minutos y se detiene suavemente en 40 segundos. ;Cuénta
agua ha bombeado?

1B.14
El azlcar de cafia se compone de:
e 12 atomos de carbono con masa 12 u (unidades) cada uno.
e 12 atomos de hidrogeno de 1 u cada uno.
e 11 atomos de oxigeno de 16 u cada uno.
¢ Cual es la cantidad masiva de carbono, hidrogeno y oxigeno en
porcentaje?

1B.15
El agua se compone de:
e 2 adtomos de hidrogeno con masa 1 u (unidades) cada uno.
e 1 &tomo de oxigeno de 16 u.
¢ Cual es la cantidad mésica de hidrogeno y oxigeno en
porcentaje?
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Parte 2. El sistema de coordenadas en el
plano (2D) y funciones - ejercicios

Seccion A — problemas matematicos tradicionales

2A.001 Determinar los valores numeéricos de:

| — 5l 151 101

1=+ 4] 1= — 4] | —al

2 2

| — abl | — 5+ 2| | — 7 — 5|
| —7 +5I |—%| | — 5018l
2A.002

Dibuja un sistema de coordenadas y marca los puntos A(0,3)
B(5,-2) y C(-2,-3).

Calcule las distancias |ABI IBCI ICAI |ACI y mida la distancia para
comprobar la resolucion.

2A.003

Muestre estos cuatro puntos en un sistema de coordenadas y
calcule las seis distancias entre los puntos:
A(-4,2) B(2,6) C(8,8) D(11,5)

2A.004
Una linea recta pasa por los puntos A(-4,2) y B(2,6). Determina la
ecuacion de la recta.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 31




2A.005
Determine las ecuaciones para las rectas donde:

l1: P05 vy a=2
PX P(0,-3) v a=6
l3: PO->) y a=-=
la: P(21) y a=-

Y dibuja las lineas en un sistema de coordenadas.

¢Son I, y I3 ortogonales (perpendiculares)?

2A.006
Dos rectas I, y I, tienen la misma pendiente. Se pasa por (-4,1) y
(4,3). El otro pasa por (3,0). ¢Cuales son sus ecuaciones?

2A.007
Una linea | pasa por el punto O(0,0) y P(3,3), mientras que la linea
m pasa por Q(3,2) y R(-1,-4).

¢ Cuales son sus ecuaciones? ¢Son paralelos?

Dibuja las lineas en un diagrama.

2A.008
Una linea I; tiene la ecuacion/funcién: 2X+4y-14=0
Una recta |, tiene la misma pendiente y pasa por el punto (5,7).

Determine la ecuacion/funcion para l..
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2A.009
Dados los puntos: A(-2,3) B(6,6) C(4,-2).

Determina las tres rectas que pasan por los puntos.

2A.010
Lineadadal: 2x—-y=4

¢Dlnde se cruzara esta linea con el eje X y el eje y?

2A.011
Dadas las rectas: 3x-4y=0
Y: kx + 3y =12

¢Qué valor de k hara que las lineas sean paralelas?

¢Qué valor de k hara que las lineas sean ortogonales?

2A.012

> 0 ., 22 3
Una linea I, tiene la ecuacion/funcion: y = Zxt 1

3

) = . 22 22
Una linea I, tiene la ecuacion/funcion:  y = SxX+—

¢Ddnde se cruzan las lineas con el eje y?
Dibuja las lineas en un diagrama.

Calcula el area del triangulo formado.

2A.013

Dibuja las parabolas en un diagrama:

f(x) = x? g(x) = 4x? h(x) = %xz
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2A.014

Dibuja las parabolas en un diagrama:

i(x) = —x? j(x) = —4x? k(x) = —%xz

2A.015

¢De donde viene la pardbola  f(x) = x* —2x — 8
intersecan el eje x y el eje y?

Calcula las coordenadas del vértice.

Dibuja la parabola.

2A.016
¢Dondeestalarecta y=—x—2
y la parabola y=2x%+6x—2  secruzan?

Ademas, haz un boceto como control.

2A.017
¢Donde estan las pardbolas y = x2 — 4x — 4
y y =2x%+x  secruzan?

Ademas, haz un boceto como control.

2A.018
¢Donde estan las parabolas 2x = —2x*+y
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y 4=—x+x%+y secruzan?

Ademas, haz un boceto como control.

2A.019
Dibuja la pardbola ~ y = —x? + 6x — 5
Lea los puntos de interseccion con los ejes xey y lea el vértice.

Calcule los puntos de interseccion con los ejes xey y calcule el
vertice.

Determine mediante lectura y calculo donde la rectay = 5 cortara
la parabola. dibuja la parabola

2A.020

Factorize f(x)=x*-x—6 'y g(x)=%x2—x—8

2A.021
Dado f(x)=3x—-4 y gx)=x+2

Calcular f(x) + g(x) and f(x) — g(x) y dibuje las cuatro funciones
en el mismo diagrama.

2A.022
Dado f(x)=3x—-4 y gx)=x+2

Encuentre las funciones compuestas f(g(x)) y g(f(x)) y dibujelas
en un diagrama.
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Sea f(g(x)) el nombre h(x) y g(f(x)) el nombre i(x). Encuentra

las funciones inversas h(x) e i(x) y dibGjalas en el mismo

diagrama.

2A.023

Comprueba si estos triangulos tienen angulos rectos y, de ser asi,

calcula el area.

a=2 b=3 c=338
a=3 b=4 c=5
A(2,3) B(5,4) C(10,0)
D(0,0) E(,4)  F(10,0)

2A.024

Encuentra el centro y el radio de los circulos:
x2+y?—6x+4y+4=0

y? —12y = —x% — 16x

2x% +2y% —4x + 12y = 12
x2+y2—6x+4y+20=0

2A.025

¢ Estas ecuaciones describen circulos?

x2+y24+12x+35=0

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3

36




x2+y24+12x+36=0

12,12 _ 3 35 _
4x +4y x+2y+2 0

2A.026
Dados tres puntos C(7,-4) P(36,41) Q(50,-30)

Un circulo con centro en C tiene r =52. ;Pasara por Py Q?

2A.027

Dado el circulocon C(-3,2) y r=4

Determina la funcion/ecuacion del circulo.

Luego prueba si estos puntos estan en el circulo: P(1,4) Q(-5,-4)
R(1,2)

Finalmente, encuentra la circunferencia y el area del circulo.

2A.028

Determine la ecuacion de la circunferencia con centro (2,5) y que
pasa por el punto (-3,-7).

¢Dbnde se cruza el circulo con el eje x y el eje y?

2A.029

Encuentra el centro del circulo  x?—x+y?+y =5
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y encuentra la ecuacion/funcién de otra circunferencia con el

. 4 23
mismo centro y con la tangente y=sx+—

Hacer un boceto aproximado.

2A.030

Utilice tablas o CAS para determinar:

cos 60°  sin 60° cos 45°  sin 45° cos 30°  sin 30°
cos 90°  sin 90° cos 100° sin100° cos 135° sin 135°

Tenga en cuenta que algunos CAS solo muestran una respuesta, aunque
puede haber dos respuestas. Puedes asegurarte haciendo un boceto de circulo
unitario.

2A.031

Marque en un circulo unitario los puntos a 25° y 65° del eje X y
escriba sus coordenadas usando senos y coseno, asi como ndmeros
decimales.

2A.032

Marque en un circulo unitario los puntos a 45° y 135° del eje x y
escriba sus coordenadas usando senos y coseno, asi como ndmeros
decimales.

2A.033
Utilice tablas o CAS para encontrar el angulo cuando:
cosv=0 cosv=1 sinv=0
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sinv=1 sinv =0.707 sinv =0.342
cosv=-0.5 cosv=-0.94
y muestra los angulos en un circulo unitario.

Tenga en cuenta que a menudo hay dos angulos para cada funcion
(a menos que estemos en el eje x o en el eje y), Y que algunos CAS solo
muestran uno de ellos, a menudo el &ngulo mas pequerio.

2A.034
Utilice CAS para determinar:

tan 20° tan 100° sin 20° cos 135°

2A.035

Muestre en un circulo unitario los dos angulos donde tanv =2

2A.036

Dos angulos miden 45° y 90°. ¢ Cuantos estan en radianes?

2A.037

/ . 3
Dos angulos miden g y T” rad. ¢Cuantos estan en grados?

2A.038

¢ Cuantos grados giramos en una vuelta (un ciclo)? — ¢ Y cuéantos
radianes?
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2A.039

¢Cual es la longitud del arco cuando recorre 180° en un circulo
con radio de 40 metros?

2A.040

¢ Cual es la longitud del arco cuando recorre 270° en un circulo
con radio de 0,8 metros?

2A.041

Dibuje las funciones en un diagrama y lea la amplitud y el periodo
para:

f=sinx g = 2sin x h = 3sin x

Donde x es el angulo en radianes.

2A.042

Dibuje las funciones en un diagrama y lea la amplitud y el periodo
para:

f = sin x g = sin 2x h=sin§

Donde x es el angulo en radianes.

2A.043

Dibuje la funcion f(x) = sinx enun diagramapara 0 < x < 27
y lea los valores de x donde f(x) =0

Resuelva mediante calculo f(x) =0 y compare con la lectura.
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2A.044
Dibuje la funcion f(x) = sinx enundiagrampara 0 < x < 671
y lea los valores de x donde f(x) =0

Resuelva por célculo y/o circulo unitario f(x) = 0 y compare
con la lectura.

Intente encontrar una forma breve de presentar la respuesta.

2A.045

Una oscilacion sinusoidal
f(t) =A-sin(wt+¢)+k
tiene A=2 k=-1 =0 T=3

Escribe/encuentra la ecuacion y dibdjala en un diagrama.

2A.046

Una oscilacién sinusoidal
f(t) =A-sin(wt+¢)+k
tiene A=2 k=4 =0 T=10

Escribe/encuentra la ecuacion y dibdjala en un diagrama.

2A.047

Considere la oscilacion sinusoidal
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f(t) =1.5-sin( 2t + 3)

Dibuje la funcion en un diagrama desde t=-5 hasta t=5.
Muestre en la figura la parte de la curva donde f(t) > 1
Muestra/marca donde leer el cambio de fase y también calcula el
cambio de fase.

Lea el periodo y también calcule el periodo.

2A.048

¢El punto (5.5, 1.5) de la curvaes:
f(t) =15 sin(2t + 3)

2A.049

Resuelve la siguiente ecuacion para for 0 < x < %

2+ (tanx)? = 2 + tanx

2A.050

Dibuje la funcion f(x) = y = sinx en un diagrama para
0<x<2m

Luego marque donde sinx > 0.75 y lea el intervalo
correspondiente para Xx.

Finalmente, calcule el intervalo para x.
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2A.051

Dibuje la funcion f(x) = y = cosx en un diagrama para
0<x<2m

Luego marque donde cosx < —0.5 y lea el intervalo
correspondiente para X.

Finalmente, calcule el intervalo para x.

2A.052

Dibuje un circulo unitario y marque el arco y el rango donde
sinv>0,5

Lea el dominio correspondiente para X.
Calcula los angulos correspondientes con el gje x.

Calcula el dominio de x.

2A.053

Resuelve la siguiente ecuacionpara 0 < x <

__ 3sinx+1
4(sinx)%+1

2A.054

En un triangulo isdsceles los angulos A'y C miden 70° y los lados
ay c miden 15°.

¢ Cuanto dura el aire acondicionado?
¢Que tamario tiene el angulo B?
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¢ Cuanto mide la altura de B a B?

2A.055
En el triangulo ABC tenemos:a=6 b=12 c¢c=9

Calcule A,ByC.

2A.056
En el triangulo ABC tenemos:a=5 ¢=8 B =55°

Calcule A, Cyh.

2A.057
En el triangulo ABC tenemos: b=7 ¢=6 B=80°
Calcule C,Aya

Calcula también el area del triangulo.

2A.058

Los triangulos ABC y DEF tienen un solo angulo.
a=7 b=8 c¢=9

El area del triangulo DEF es 4 veces mayor que el area del
triangulo ABC.

¢ Cudles son las longitudes de los lados de d, e y f?
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2A.059
En el triangulo ABC tenemos: A =45° a=23 b=27
Calculec,ByC.

Nota sobre funciones exponenciales en varias formas:

El libro de texto tiene la ecuacion/formula: f(x)="b-a*
y: f(x)=b-c* for c=a*
El libro de texto también tiene: K,=Ky-(1+1r)"

Si se prefiere k como parte del exponente, usamos (1).
Si se prefiere k como parte del niUmero base, usamos (2).

En (2) las dos constantes a 'y k de (1) se combinan en una constante mutua C:
fG)=b-a™ & f=b-@)* = fx)=b-c*

En (3) se expande el nimero base, que se utiliza a menudo en economia.

El uso de las dos ecuaciones/formulas para duplicar y dividir por la mitad:

_Inm2 _ In2 _InY% __ In%
— y Ty =—

T Inc Ind Inc  Indk

2
Dependeréa de que forma usemos: (2) o (1).

Si utilizamos (3), es posible que tengamos que realizar mas cambios, que
estan fuera del alcance de este libro.

Las siguientes soluciones propuestas mostraran como abordar
esto.
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2A.060

Dibuja las funciones en un diagrama:

1

f@=02)" y 90=m"

¢ Cuales son las caracteristicas de las dos funciones?

2A.061

Dibuja las funciones en un diagrama:

rw =2(0)" ¥ i) =23

¢ Cuales son las caracteristicas de las dos funciones (también en
comparacion con las funciones del problema 2A.060)?

2A.062

Si invertimos 40 000 dolares y esperamos una tasa de interés
promedio estimada del 6% anual, ¢cuanto dinero tendremos
después de 4 afnos?

2A.063

En una funcion de crecimiento exponencial
f(x)=b-a*

sabemos que la tasa de crecimiento es del 10% y que
f(0)=15 y f(1)=1.65

Plantea la ecuacion.
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2A.064

En una funcion de crecimiento exponencial
fO)=b-a" ® f)=b-c¥

a 'y k son constantes y pueden combinarse para formar la constante ¢:  a* =

=C
Sabemos que la tasa de crecimiento es del -10% y que

f(0)=15 y f(1)=1.35
Plantea la ecuacion.

2A.065

Encuentra b y a en la funcion.

f(x)=b-a* con dos puntos conocidos A(0,4) B(1,9)
2A.066

Una funcién exponencial decreciente se puede expresar con un
valor negativo para k en la formula f(x)=b-a**

O puede describirse con un valor c entre 0y 1 en la féormula
f(x)=b-c*
donde las dos constantes a y k se combinan para formar c: a“ = c
Dibuje las dos funciones f(x)=2-37%*
1\* 1\*
Y sm=2-(5) =2-(5)

en dos diagramas para ver que son iguales.
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2A.067

Acortar el siguiente (pasandode f(x)=b-a** a f(x)=b-c*)
f(X) =2 .p04x g(x) — (_05) . e(=027)x
h(x) =3-e(713)*

2A.068

Acorta las expresiones y describe si las funciones son crecientes o
decrecientes. Dos de ellos estan disminuyendo, ¢cual disminuye
mas?

f(x)=06-eC13* g(x)=3.el7%
h(x) = 12 - o0

Dibuja las curvas en un diagrama.

2A.069

En una prueba de laboratorio, el nimero de bacterias se desarrolla
segln

N(t) = 150 - 0t

donde N es el nimero de bacterias y t es el tiempo en horas.

¢ Cuantas bacterias hay al principio?

¢Cuando se duplicara la cifra?

¢ Cuando hay 10 000 bacterias?
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2A.070

Calcular/acortar

log 4 + log5

log 4 —log5

2A.071

Calcular/acortar

In 4+ In5

In4 — [n5

2A.072

Calcular/acortar
In(e - e?)

4lnet?

2A.073

log(e - e?)
4lne* +4Ined

Resolver las ecuaciones/encontrar x/aislar x

32% = 4
In3x=4

372X =4
n3x+2=1In4
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2A.074

Resuelva las ecuaciones controlando las raices encontradas, es
decir, ¢ las raices conduciran a tomar el logaritmo de un nimero
positivo?

log(2 — 2x) = In e?
log(2x +6) = —0.3
Inx+In(x —1) =2In2

2A.075

Resuelva las ecuaciones controlando las raices encontradas, es
decir, ¢ las raices conduciran a tomar el logaritmo de un nimero
positivo?

Inx—In(x—1)=In2

ln(1+i)+ln(x+4)+2=2

2A.076

Un crecimiento exponencial tiene la ecuacion y = 4 - e11t
Aislar t.
Calcule la constante de duplicacion.

Dibuja la curva en el primer cuadrante.
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2A.077

Dibuje la funcion f(x) =3-1.2* for x =0 enel primer
cuadrante de un diagrama normal. Luego dibuje la funcion en el
primer cuadrante de otro diagrama con una escala lineal en el
primer eje y con In f(x) en el segundo eje. Y finalmente en un
diagrama con log10 f(x) en el segundo eje.

Lea los diagramas para descubrir que obtiene los mismos valores.

2A.078

Dibuja las funciones y == e y = x3 enun diagrama.

X
Lea las coordenadas de los puntos de interseccion.

Calcula las coordenadas de los puntos de interseccion.
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Parte 2. El sistema de coordenadas en el
plano (2D) y funciones - ejercicios

Seccion B — problemas de matematicas
aplicadas

2B.01

Un deposito de agua bruta de hormigon de max. 20.000 metros
cubicos reciben agua superficial de la naturaleza y abastecen el
sistema de abastecimiento de agua local de una aldea. La
depuradora tiene licencia de produccion de 4 metros cubicos por
hora, hasta que el volumen del embalse alcance el 20%. A veces la
naturaleza no suministra agua.

En la estacidn seca se evaporan una media de 20 metros cubicos
de agua al dia. ¢ Cuantos dias de produccién de agua son posibles
si el embalse esta lleno y luego no recibe agua cruda?

Normalmente, durante la estacion seca, el embalse recibe 1.000
metros cubicos de agua bruta en tres meses.

¢ Cual es el volumen de agua del embalse después de esos tres
meses secos, si comenzd con max. volumen (20 000 m®)?

2B.02

Una planta procesadora de pescado se lava con agua de proceso
que lleva materia organica (proteinas, grasas, etc.) a un tanque de
concreto donde un proceso llamado flotacion expulsa la materia a
la superficie. Desde alli se raspa hasta un canal para su posterior
procesamiento y utilizacion.
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Visto desde arriba, el tanque debe tener un ancho interior =3 my
un largo =5 m. Los cuatro angulos deben ser de 90° para que el

raspador pueda instalarse correctamente. Todas las medidas estan
dentro de las tolerancias especificadas que no se consideran aqui.

Durante la inspeccién: ;Cémo podemos medir que el ancho, el
largo y los angulos sean correctos?

2B.03

El sol brilla sobre un arbol. La sombra a lo largo del suelo
horizontal tiene 29 metros de largo y el angulo desde la parte
superior de la sombra hasta la copa del arbol es de 40° con
respecto a la horizontal. ;Qué tan alto es el arbol?

2B.04

Encontraremos la altura maxima de un molino de viento colocado
en tierra.

Apuntamos un dispositivo de medicion desde un punto A en el
suelo horizontal hacia la parte superior del molino de viento y
leemos 30°. Luego seguimos una linea recta de 40 metros hacia el
molino de viento y apuntamos nuevamente desde un punto B. El
angulo ahora se mide como 40°.

¢ Qué altura tiene el molino de viento?

40° 30
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2B.05

Encontraremos la altura maxima de un molino de viento colocado
en el mar.

Estamos en un barco. Apuntamos un dispositivo de medicion
desde un punto A, a cinco metros sobre el mar, hasta la cima del
molino de viento y leemos 20°. Luego seguimos una linea recta de
100 metros hacia el molino de viento y apuntamos nuevamente
desde un punto B. El angulo ahora se mide como 28°.

¢ Qué altura tiene el molino de viento?

2B.06

La distancia entre los pilones del puente Great Belt es de 1624
metros. Las torres tienen una altura de 254 metros sobre el nivel
medio del mar. El cable portador entre las cimas de los pilones
tiene forma (casi) de parabola con el vertice a 77 metros sobre el

nivel medio del mar. (Datos de ref.: www.storebaelt.dk Aln, problemas y
soluciones del autor).

¢ Cual es la ecuacion de la parabola si colocamos (0,0) en el
vertice?

¢Cual es la ecuacion de la parabola si colocamos (0,0) al nivel
promedio del mar justo debajo del vértice?

2B.07

La carretera entre los pilones del puente Great Belt tiene forma de
curva circular con un radio de 45.000 metros. En el medio (a
medio camino entre los pilones — en el punto M) la carretera se

encuentra a 75 metros sobre el nivel medio del mar. (Datos de ref.:
www.storebaelt.dk Adn, problemas y soluciones del autor).
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¢ Cual es la ecuacion del circulo de la carretera si colocamos a
Origo (punto (0,0)) a 45 000 metros justo debajo del punto M?

¢ Cual es la ecuacion del circulo de la carretera si colocamos a
Origo (punto (0,0)) al nivel del mar justo debajo del punto M?

2B.08
Queremos disefiar un foco utilizando un reflector de parabola. Con
un didmetro = 0,2 m en el borde y una altura = 0,3 m.

Corta el plato de la parabola 3D a lo largo de su linea central,
coloca la parabola 2D en un sistema de coordenadas y determina
la ecuacion de la parabola.

2B.09

La Tierra tiene una circunferencia de 40.000 km de longitud y es
casi esférica. Nos paramos en la playa con los 0jos a 2 m sobre el
nivel del mar y miramos hacia el horizonte. ¢ A qué distancia esta
el horizonte?

¢A que distancia podemos ver el horizonte si estamos a 40 m, 100
m, 1000 m sobre el mar?

2B.10

La Tierra tiene una circunferencia de 40.000 km de longitud y es
casi esférica. Estamos en la playa con los 0jos a 2 m sobre el nivel
del mar y miramos una roca a 25 km al otro lado del estrecho.

¢ Qué parte de las colinas no podemos ver (desde el mar hacia
arriba)?
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2B.11

Una oscilacion electrénica sigue la funcion.

f(x) = (sinx)? + sinx

Donde solo consideramos un periodo: 0<x<2mrad
(o: x pertenece al intervalo [0;2r] — 0: x€e[0; 2m])

Encuentra las raices en la ecuacion para f(x) = 0

Dibuja la funcion en un diagrama. ¢Se encuentra conformidad con
las raices?

2B.12

Ahora consideramos la misma funcion que en 2B.11. Sin
embargo, ahora consideramos tres periodos desde 0 rad hasta 6 ©
rad.

f(x) = (sinx)? + sinx donde 0<x<eén
Encuentra las raices en la ecuacion para f(x) = 0
Encuentre una forma “breve” de presentar todas las raices.

Dibuja la funcion en un diagrama. ¢Se encuentra conformidad con
las raices?

2B.13
En algunas reacciones quimicas, la velocidad de reaccion se
duplica cuando la temperatura aumenta 10°C.

¢Como cambiar la velocidad de reaccion si la temperatura
aumenta de 20°C a 100°C?
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Haga un bosquejo aproximado de la curva de funcion en principio.
¢De qué tipo de funcidn estamos hablando?

2B.14

La velocidad de reaccion de una reaccion quimica es funcion de la
temperatura en el dominio de 20°C a 100°C de la siguiente
manera:

Temp |20 |30 |40 |50 |60 |70 [80 |90 100 | °C
Rate |1 2 4 8 16 |32 |64 |128 | 256 | Factor

Determine la ecuacion para:  velocidad de reaccion = f (temperatura)
usando la prescripcion y =b-c”*

Resuelve por CAS o adivinando raices durante el calculo.

2B.15
En una prueba de laboratorio, el nimero de bacterias se desarrolla
segln

N(t) = 160 - 05t

donde N es el nimero de bacterias y t es el tiempo en horas.
¢ Cuantas bacterias hay al principio?

¢ Cuando se duplicara la cifra?

¢ Cuando hay 10 000 bacterias?

2B.16
Desde el primero de enero de 2015 hasta el 31 de diciembre de
2021 una fabrica aumento la produccion en un 4% anual.

¢ Cuanto por ciento es eso en total?
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2B.17

Una mujer hereda 20.000 libras de su tio, pero segun el testamento
tendra que esperar 5 afios antes de que le entreguen el dinero.
Pregunta a su banco si puede prestarle una cantidad de dinero hoy
y devolverla dentro de cinco afios con las 20.000 libras. El banco
cobra una tasa de interés del 6%.

¢ Cuanto puede prestar?

2B.18
La concentracion de algin medicamento en la sangre de un
paciente se modela como:

f(t)=03-t-e 11t

(Ecuacién/datos de ref.: www.studieportalen.dk Aln, preguntas y soluciones
del autor).

donde f(t) es la concentracién en miligramos por litro y t es el
tiempo en horasy t>0

Dibuje la funcion en a t, conc. diagrama.

Leer la concentracion maxima y el tiempo correspondiente.

2B.19

Un grupo con 100.000 bacterias crece exponencialmente y el
numero de bacterias se triplica en 45 minutos.

Determine la ecuacion para el crecimiento.

¢ Cuantas bacterias hay después de 3 horas?
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2B.20

El valor de pH se define como “‘el log10 negativo de la
concentracion de protones/iones de hidrogeno” y describe la
acidez de una solucion quimica: pH = —log[H™]

Los paréntesis significan "la concentracion de" y la unidad de concentracién es mol
por litro.

¢Cual es el valor de pH de:

[H*]=1-10"7 [H*]=1-10"10
[H*]=1-103 [H*]=3-1075
2B.21

El valor de pH se define como “el log10 negativo de la
concentracion de protones/iones de hidrogeno” y describe la
acidez de una solucién quimica: pH = —log[H™]

Los paréntesis significan "la concentracion de" y la unidad de concentracién es mol
por litro.

pH =7 es neutro.

El agua de lluvia normal y limpia tiene un valor de pH de
aproximadamente 5,5. ¢ Es esto ligeramente &cido o ligeramente
bésico?

¢ Cual es la concentracion aproximada de iones de hidrogeno?
2B.22

El agua subterranea en zonas ricas en piedra caliza suele ser
ligeramente bésica, por ejemplo, pH = 7,8.

¢ Cudl es la concentracion aproximada de iones de hidrégeno?
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Parte 3.

Diferenciacion e Integracion - ejercicios
Seccion A — problemas matematicos tradicionales

3A.001
Diferenciar las funciones usando la notacion para un coeficiente
diferencial (= derivada), por ejemplo Cf—xf(x)

f(x) =—x*+4x—2 g(x) =8x? +x
h(x) = %xz + 8 i(x) =8x%2—-1
3A.002

Diferenciar las funciones usando la notacion rapida, por ejemplo
f"(x) para la derivada (= coeficiente diferencial):

f(x) =4x?+2 flx) = —6x% —x
f(x)=%x2—3 flx)=-3x%2-1

y determine f(1) y '(1) de las funciones.
Aqui llamamos a todas las funciones f aunque son diferentes.

3A.003

Encuentra la ecuacion para la pendiente tangente de la funcion.

f@) =—3x°
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y determina la ecuacion de la tangente que pasa por el punto (2,-1)
y haz un croquis.

3A.004

Dada la funcion f(x) = 3x2
Encuentra la ecuacion de la tangente con pendiente = 2

3A.005

Dada la funcion f(x) =x"
Encuentra la ecuacion de la tangente donde x = 9

3A.006

Diferenciar las funciones/expresiones.

f(x) =4x? +x” f(x)=x"+4x—9
f(x) =x"(x" - 6) f(x)=—%x2+4x—8
3A.007

Encuentra la parabola que pasa por P(0,0) y Q(4,4),y con
pendiente de la tangente = 3 en el punto Q.

3A.008

¢Donde tiene y = x3 — 12x + 1 tangentes horizontales?
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3A.009
Tenemos dos funciones
f(x) = x? gx)=x" forx=0

Dibuja las dos curvas en un diagrama y lee los puntos de
interseccion.

Calcula los puntos de interseccion.

3A.010

¢Donde se cruza la parabola f(x) = x> —4x + 4 con los ejes X
ey?

Encuentra las ecuaciones de las tangentes en los puntos de
interseccion.

3A.011
Tenemos una parabola f(x) = x?

Encuentra las ecuaciones de las dos tangentes que pasan por el
punto P(1,-8)

3A.012

Determine el dominio para f(x) = ﬁ

Encuentra las tangentes horizontales de la funcion y haz un
croquis como control.
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3A.013
¢Lafuncién y = 3x% — 4 tiene tangentes horizontales?

Si es asi, ¢es un maximo o un minimo?

3A.014
Dibuja la funcion x -y = k para k=3 en un diagrama.

La curva compartida se llama hipérbola.

Deduzca del diagrama si la curva tiene tangente(s) o asintota(s).

En los siguientes problemas consideraremos esto en detalle.

3A.015

¢Lafuncion x -y = k tiene tangentes horizontales?

3A.016

¢Lafuncion x -y = k tiene asintotas horizontales?

3A.017

¢La funcion x -y = k tiene tangentes verticales?

3A.018

¢Lafuncion x -y = k tiene asintotas verticales?
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3A.019

1
¢Lafuncion f(x) = (x? — 3x + 3)3 tiene tangente(s)
horizontal(es)?

3A.020

Diferenciar las funciones compuestas:
f)=@x-2) g)=@x-2)" hkx)=(>+x*)"
i(x) =(*=3x)°> j(x)=G*+2)"2 k() ==xe*

3A.021

Diferenciar las funciones:

f@=e>  gl)=3 h(x) = e3¥+?
i(x) =—7e%* j(x) = In(4x3 + x?) k(x) = x%e*

3A.022

Diferenciar las funciones:

1
y=lInx y=- y== Y=

3A.023

Encuentre los puntos donde f(x) = 4lnx—(lnx)* y x>0
intersecta el eje x.

¢ Donde tiene un maximo la funcién?
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Haz un boceto para comprobarlo.

3A.024
Diferenciar las funciones usando la notacion rapida, por ejemplo
f'(x) para la derivada (= coeficiente diferencial):

f(x) =sinx — cosx g(x) =4cosx+2x—8
h(x)=§sinx—%cosx i(x) =4tanx + 2
3A.025

Ahora llamamos a todas las funciones y. Esto no es muy especifico, pero
esta permitido si no se puede malinterpretar.

Diferenciar las funciones usando la notacion para el coeficiente
. . d
diferencial real <X
dx

y = cos 2x y = Sin% y = sin(x? + x)
y = (sinx)* y = sin x* y = 2(tanx)?
3A.026

Diferenciar las funciones:

y =sinx-sinx y = (cos x)?
y=25inx—%cosx y = 3tanx + 4

3A.027

Nosotras tenemos una oscilacion sinusoidal
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f(t)=15-sin(2t +3) + 0.5

y quiero determinar max. y min. de la funcion y el rango,
utilizando dos métodos diferentes.

Finalmente, haz un boceto para comprobarlo.

3A.028

Hemaos encontrado un (s6lo un) punto extremo de una
funcién/curva.

Considere como determinar si es un maximo o0 un minimo sin
hacer un boceto.

3A.029
Hemos encontrado un punto de una funcién/curva dondey” =0

Considere cOmo determinar si €s un maximo, un minimo o una
pausa sin dibujar un diagrama fino. NV N\~

3A.030

La funcién y = 2x? tiene un extremo en (0,0) , pero ;es un

mMaximo 0 un minimo? Resuelve usando la segunda derivada y luego
dibuja la curva.

3A.031

La funcién y = —2x?2 tiene un extremo en (0,0) , pero ;es un

mMaximo o0 un minimo? Resuelve usando la segunda derivada y luego
dibuja la curva.
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3A.032

Integrar las funciones previamente diferenciadas:

f(x)=4x+1 g (x)=3x2—4x+1
h(x)=—x— );iz i'(x) = 4x7>
N1 ey _ L

](x)—xl/z y x>0 k(x)—\/} y x>0
3A.033

Integrar para encontrar las funciones base:

fx)=0 gx) =1 h(x) = 2m
. 5 . : 6
== y x>0 jx) =823 + 6x~* — =
k(x) = 2e*

3A.034

Integrar las funciones previamente diferenciadas:

ff(x)=2x-9 g (x)=x"° —i h'(x) = 15%

3A.035

Integrar para encontrar las funciones base:

fm=3" g = @x+3)  h(x) =
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3A.036

Nosotras tenemos las funciones

1
f(x)=2x+3 g(x)=x2+; h(x) = 4x3 + 2x
Encuentra las funciones base, pasando por el punto (2,0)

3A.037

Nosotras tenemos una funcion  f(x)=x"2 y x>0
Encuentre F(x) sabiendo que F(16) = 16

3A.038
Nosotras tenemos una funcion  f(x) = 4x3 +9x% + 4x — 1

Encuentra la funcione base, pasando por el punto  (1,8)

3A.039

Demuestre que F(x) = x + sinx - cosx es la funcion base de

f(x) = 2(cosx)?

3A.040

Calcular las integrales por sustitucion.

[ (2x —3)3 dx [ x(4x? — 1)* dx
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3A.041
Calcular las integrales usando la integracion por partes.
[ sin2x -x dx [ sinx - x?dx

En la segunda integral puedes considerar hacer la integracién parcial dos
Veces.

3A.042

Calcular las integrales especificas

fOZ(Bx2 —6x+2)dx foz(x2 +1)dx
3A.043

Calcular las integrales especificas

fo“:’(y2 —2y) dy f: sinu du

3A.044

Calcular las integrales especificas

L2 1 T, .
JyO*+Dx*dx y x=20 Jy (sinx +x) dx

3A.045

Calcular las integrales especificas

2002 202
Jy (B3x% —6x +2) dx Jy & +1) dx
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3A.046

Calcular las integrales especificas

12 Y T, .
Jo&?+Dx*dx y x>0 Jy (sinx +x) dx

3A.047

Calcular las integrales especificas

0 ) 11

3A.048

Calcular las integrales especificas

[5G+ 12 dy [} +1)? dx

3A.049

Calcular la integrale especifica f: (Sing + cos 2x) dx

(eventualmente dividiendo en dos integrales separadas y luego usando sustitucion).

3A.050

T

Calcular la integral especifica  [2 (1 + sinx) - cos x dx
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3A.051

Calcular la integral especifica f: (1+x)-cosxdx

3A.052

Calcular la integral especifica flz x3-lnxdx y x>0

3A.053

Calcular la integral especifica 1) 12 x(x — 1D*dx

3A.054

PR dx y x>0

Calcular la integral especifica L

3A.055

Pz

. . 4 3
Calcular la integral especifica fl "

dx y x>0

3A.056
Encontraraen [y +4)dy=0 ['(-6y+2)dy=0

3A.057

Encontrar a en ) 12 ax dx = 10
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3A.058

Encontrar a en fla sintdt =1  por un periodo. (aes un
angulo en radianes)

Dibuja un periodo de la funcién en un diagrama. Si la integral
describe un area, ;dénde se ubicaria esa area en el diagrama?

3A.059
Las funciones  f(x) = x3 — %x +1 y gx)= %x +1

se cruzan y forman dos areas. Encuentra la suma de estas dos
areas y haz un boceto.
3A.060

Calcula el area entre el eje x y la funcion

y=1-—x?

3A.061

Calcula el area entre larecta y =1 y la funcion.
y=-x*+5x+1

Empiece por hacer un boceto.

3A.062

Dibuja y calcula el area entre

x=0 X=4 y=0 y=6 y=§x2+3
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3A.063

Consideramos la funcién sinus y = sinx
Dibuja y calcula el area entre la curva y el eje x entre

s
x=0 y x= "
Luego encuentra x =a valor que divide esta area en dos areas
mas pequefias de igual tamafio.

3A.064

Nosotras tenemos una funcion y=x* y x>0

Determina la funcién inversa.

Dibuja las dos funciones en el primer cuadrante y encuentra el
area entre las curvas.

Finalmente, encuentre el volumen para esta area rotada alrededor
del eje x.

3A.065

Se forma un area entre la pardbola y = x2 + 2 y el eje x con x
de -1a2

Calcule el volumen de esta area girada alrededor del eje x.

3A.066

Calcule el volumen al girar alrededor del eje y para:

y=§x y xde 2 a4
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y=+/x=x" y xde 0 a1l

3A.067

Calcule el volumen al girar alrededor del eje y para:

y=Xx 2 y xde 2 a 4

3A.068

Calcule el volumen al rotar el area entre las dos curvas/funciones.

f(x)=2x* y g(x)=2x alrededor del eje y.

3A.069

Calcula el volumen al rotar el area entre las dos curvas/funciones
en el primer cuadrante

fxX)=x>4+2 y glx)=x+4 alrededor del eje y.

3A.070

Un segmento de recta corre entre dos puntos con las coordenadas
(20,50) y (40,50). El segmento de linea se gira alrededor del eje x
para formar la parte central/neutra de una correa plana.

¢Cual es el area de superficie del cinturon a lo largo de la linea
neutral?
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El espesor del cinturdn es 3. ¢ Cudl es el area de la seccion
transversal?

El cinturdn esta hecho de goma. ¢ Cual es el volumen de la goma?

3A.071

¢ Cual es el volumen de una junta térica en forma de toroide
(rosquilla) con r=8 y R=80"7

3A.072

¢ Cuanto mide lacurvade x=0 a x=2 en la funcion?

3

_ 2.5
y=3x
3A.073
¢Cuanto mide lacurvade x=0 a x=2 en la funcion?
y = x? Resolver por CAS.
3A.074

¢Cuanto mide lacurvade x=0 a x=2 en la funcion?

y = sinx Resolver por CAS.
3A.075
Encuentra y desde % =2y No utilice el “Teorema 0”
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Luego encuentra y desde Z_Z = — % y  No utilice el “Teorema 0”
3A.076
Encuentra y desde d—z = x? ydeterminar ¢ para x=2y y=3

3A.077

S, . da
Encuentre la solucion indeterminada para y en ﬁ —y=2

Luego encuentre la solucion especifica para la funcion/curva que
pasa por el punto (x,y) = (10, —2)
3A.078

S, . d
Encuentre la solucion indeterminada para y en é —3y=-2

Luego encuentre la solucidn especifica para la funcion/curva que
pasa por el punto (x,y) = (In 4, — g)

3A.079
Encuentre la solucion indeterminada para y en % + % —-6=0

Luego encuentre la solucién especifica para la funcion/curva que
pasa por el punto (x,y) =(In 2, In 3)

Se acepta simplificar utilizando nimeros decimales en algin momento.
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3A.080
Encuentre la solucion indeterminada para 'y en Z—i + % —-6=0

Luego encuentre la solucion especifica para la funcién/curva que
pasa por el punto (x,y) =(In 16, Ine)

Se acepta simplificar utilizando nimeros decimales en algn momento.

3A.081

Encuentra y desde Z—z = 2y usando el “Teorema 0”

3A.082

d
Encuentra y desde é = y2 usando el “Teorema 0”, y controle

insertando la solucidn en la ecuacion original Z—Z = y?)
Luego control por CAS.

3A.083

Resuelva y” = —2y + 2e* indeterminadamente,
y luego especificamente para (x,y) = (0,0)

3A.084
Encuentra y desde y =xy+x

3A.085
Encuentra y desde vy =xy
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3A.086

Se espera que un parque nacional pueda convertirse en el habitat
de 200 alces. Se liberan 20 alces y se espera que el crecimiento
sea logistico con una constante proporcional de 0,001.

Encuentra la funcion y calcula cuando se esperan 50, 100 y 199
alces en el parque.

3A.087

La ecuacion diferencial y =y+2x 1.

tiene la solucion completa/indeterminada
y=-—-2x—2+ce* 2

Utilice CAS avanzado para mostrar el campo de flujo (= estudio de
posibles soluciones) de esta ecuacion diferencial (1.)

Utilice la ecuacion resuelta (2.) para sefialar la curva solucion para
¢ =0 en el mismo diagrama — o (si no tiene CAS adecuado)
simplemente explique donde se encuentra.

3A.088

Encuentra como cambia z con X en la funcion z = x? + y3

: : )
(Es decir, encontrar la derivada é)

9
Entonces busca. £

Dibuje la funcion usando CAS vy léala para verificarla.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 78




3A.089

Nosotras tenemos una funcion

Z=§x3+y—x—yl/2 e y=0

. 9 d
Encuentra las derivadas — y —
ox ay

¢Para qué valores de xey es Z—i = 0 ? Utilice CAS para dibujar la
funcion en un diagrama 3D y compararla.

3A.090

Nosotras tenemos una funcion X—y= g y z=0

¢ Como cambia z cuando cambia y?

3A.091

Nosotras tenemos una funcion z = cos(xy)

¢Como cambia z cuando cambia y?

3A.092

Nosotras tenemos una funcion 3D z = 2x% + 3y?

Encuentre una expresion para la pendiente en la direccidn X y para
la pendiente en la direccion y.

Encuentre la coordenada z para x=1 e y =5y escriba las tres
coordenadas como (x,y,z) =....
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Encuentre una expresién para la pendiente en la direccion X y para
la pendiente en la direccion y.

Encuentre la coordenada z para x=1 e y=5Yy escriba las tres
coordenadas como (X,y,z) =....

Encuentra el gradiente y su tamafio en este punto.

3A.093
Nosotras tenemos una funcion 3D z =sinx —cosy

Encuentre una expresion para la pendiente en la direccion X y para
la pendiente en la direccion y.

Encuentre la coordenada z para X = % e y=— eescriba las tres

coordenadas como (X,y,z) =....

Encuentra el gradiente y su tamafio en este punto.

3A.094

Utilice CAS para mostrar la funcion flx,y) =z =x3 — 5y?

Asi como la curva de nivel de f(x,y) =z = x3 — 5y?
3A.095
La funcion flx,y) =z =x?+y?

tiene un extremo en el punto (0,0,0), pero ¢es un Maximo o un
minimo?
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Resuelva usando la segunda derivada y luego dibuje la curva
usando CAS.

3A.096

La funcion flx,y) =z =—x%—y?

tiene un extremo en el punto (0,0,0), pero ¢es un Maximo o un
minimo?

Resuelva usando la segunda derivada y luego dibuje la curva
usando CAS.
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Parte 3. Diferenciacion e Integracion -
ejercicios
Seccion B — problemas de matematicas aplicadas

3B.001

Las ventanas de un edificio especial tienen forma: x

¢ Cual es el perimetro?

¢Cual es el area? y

X

Encuentre x e y para el area maxima cuando el perimetro es de 10
metros.

3B.002

Las ventanas de un edificio antiguo tienen forma

.

Encuentre x e y para el area maxima cuando el perimetro es de 10
metros.

con un semicirculo como marco superior.

X

3B.003

Los gastos para producir un determinado producto se estiman en:
E =9000 + 50x + x> para 1 <x <400
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donde x es el numero de articulos y E son los gastos en libras.
¢ Qué parte de la ecuacidn describe los costos fijos?

¢ Qué parte de la ecuacion describe los costos variables?
Encuentre la ecuacion que expresa el gasto por articulo.

Dibuje el gasto por articulo en funcion del numero de articulos.

3B.004

Los gastos para producir un determinado producto se estiman en:
E =9000 + 50x + x> para 1 <x <400

donde x es el numero de articulos y E son los gastos en libras.

Encuentre la ecuacion que expresa el gasto por articulo.

Determinar mediante calculo el nimero de articulos x que tiene el
gasto minimo por articulo.

Se acepta vender el articulo no. 400 sin fines de lucro. ;A qué
precio de venta corresponde esto?

3B.005

Un carrete tiene un radio central r =40 mm y un radio de llanta R
= 400 mm. La cinta de pelicula tiene un espesor de 0,2 mm.

¢ Cuantos metros de cinta de film puede tener el carrete?

Primero resuelva mediante matematicas estandar. Luego, aunque sea dificil,
intenta resolverlo con célculo integral.
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3B.006

Un conjunto de brida en una tuberia de agua se sella con una junta
torica que se sujeta en una ranura circular de forma rectangular:

W\ | Tubo
Bridas

L Ll
M \ - Pernos

o-ring gasket: d = 5.8 mm, D = 120 mm

Ranura transversal detallada y junta torica antes del montaje:

h lg junta torica: d = 5.8 mm, D =120 mm

Dia. = 120 mm para ranura y junta térica

d
N

El ancho por la altura de la ranura es 6 - h

El diametro de la linea central de la junta torica es D = 120 mm

El volumen de la junta torica sera el 98% del volumen de las
ranuras.

Determine la altura de la ranura, h.

3B.007

Se va a fabricar una bandeja rectangular con una placa de acero:
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largo por ancho = 450 mm - 300 mm

En las cuatro esquinas se cortan cuadrados iguales y se doblan y
sueldan los lados.

Encuentra la x que da la bandeja méas grande.

3B.008
Se va a fabricar un cubo de pintura cilindrico de 2 litros con tapa
gastando la menor cantidad de plastico posible.

¢Queé altura y didmetro cumpliran esto?

¢Cual sera el area de superficie del balde? (Se ignora el espesor de
la placa).

3B.009

El cubo de la hélice de un barco (es decir, sin las palas de la
hélice) tiene forma de parabola. La altura desde la base al vértice
es de 5 dm (decimetro) y tiene un didmetro de 4 dm en la base. En
la base hay un orificio cilindrico situado en el centro para el
montaje con el eje. El agujero tiene un diametro de 1,2 dmy una
profundidad de 2,5 dm.

¢ Cual es el volumen del centro?
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La hélice esta hecha de bronce con una densidad de 8800
kilogramos por metro cubico.

Encuentra la masa del cubo.

3B.010
Cierta reaccion quimica tiene una velocidad de reaccién
proporcional a la cantidad (masa) de materia, M.

Escribe una ecuacion diferencial para describir la reaccion.

Se midio que al inicio (tiempo = cero) hay Mo = 90 miligramos y
después de 60 minutos hay Mgy = 20 mg.

Resuelve la ecuacion diferencial con respecto a M.

3B.011

Otra reaccion quimica determinada tiene una velocidad de
reaccion proporcional a la cantidad (masa) de materia elevada a 2,
M2,

Escribe una ecuacién diferencial para describir la reaccién.

Se midio que al inicio (tiempo = cero) hay My = 90 miligramos y
después de 40 minutos hay Mgo = 20 mg.

Resuelve la ecuacion diferencial con respecto a M.

3B.012

Una tercera reaccion quimica cierta tiene una velocidad de
reaccion proporcional a la cantidad (masa) de materia elevada a 3,
M3,

Escribe una ecuacion diferencial para describir la reaccion.
Se midio que al inicio (tiempo = cero) hay Mg = 90 miligramos y
después de 20 minutos hay My, = 20 mg.
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Resuelve la ecuaciédn diferencial con respecto a M.

3B.013
La desintegracion natural del material radiactivo sigue la ecuacion
diferencial.

am : — .
el —kM  donde M es la masa del material radiactivo y t es el tiempo.

Una momia llamada Hombre Grauballe tenia un contenido de
carbono 14 establecido en 100%, o 1, cuando murid. Hoy es el
76%, 0 0,76. El tiempo de reduccion a la mitad del C-14 es de
5730 afos.

¢ Cuando murio él?

3B.014
% =0.17-h es el modelo simplificado para el

crecimiento de una determinada variedad de cesped. Es vélido
para época de verano y lluvia normal, y desde altura=h =3 cm
hasta 9 cm. Es el tiempo en dias.

¢ Cuanto tiempo se tarda en crecer desde h = 3 cm hasta h =9 cm?

Puede resolverse de forma indeterminada determinando c, - o puede
resolverse de forma determinada utilizando limites.

3B.015

La concentracion de un determinado medicamento en la sangre de
un paciente se modelacomo  f(t) =0.3-t-e 11t

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 87




donde f(t) es la concentracion en miligramos por litro y t es el
tiempo en horas.

(Ecuacion/datos de ref.: www.studieportalen.dk Aun, preguntas y
soluciones del autor).

Dibuja la funcion en un diagrama.

Calcula el tiempo y la concentracion al maximo.

3B.016

La ecuacion diferencial del lanzamiento de un cohete.

d 1 300
& _ v = —9.81 para 0 <t < 14 seconds
dt 15—t 15—t

(Ecuacion/datos de ref.: www.studieportalen.dk Aun, preguntas y
soluciones del autor).

se menciond en el libro de texto, donde encontramos una
velocidad: v = 3101 metros por segundo después de 14 segundos.

¢Cual es la aceleracion promedio durante estos 14 segundos?

¢ Cuanto es esto en comparacion con la aceleracion de la
gravitacion en la Tierra (g = 9,81 m/s2)?

¢, Crees que ese hombre puede soportar esto?

¢ Este cohete esta destinado Gnicamente al hombre o al equipo?

3B.017

El cultivo de un determinado cultivo se puede modelar como

Z—M = 0.000369 - M(15.5 — M) para 0<x <1000

X
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(Ecuacidn/datos de ref.: www.studieportalen.dk Aun, preguntas y
soluciones del autor).

donde M es el rendimiento en toneladas y x es la cantidad de
fertilizante en kg. Se sabe que para producir 13,1 toneladas se
necesitan 400 kg de fertilizante.

Encuentre la ecuacion para M(x).

El precio de venta de 1 tonelada es de 100 libras y 1 kg de
fertilizante cuesta 0,28 libras.

Encuentre una expresion/ecuacion para la ganancia.
Trace la ganancia en funcion de x.

Lea el valor x aproximado para obtener el maximo beneficio.

3B.018

La longitud de un determinado pez se puede modelar como

dL
pri k(100 — L)

(Ecuacioén/datos de ref.: www.studieportalen.dk Aun, preguntas y
soluciones del autor).

donde L es la longitud en cm y t es el tiempo en afos.
SesabequeL=04cmparat=0yL=11cmparat=1
¢ Cuanto puede llegar a medir un pez como maximo?
Encuentre L(t)

Por lo general, este pez se captura con tallas en el intervalo
[40 ; 60]cm.

¢Cual es el intervalo de edad correspondiente?
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Parte 4. Vectores — ejercicios
Seccién A — problemas matematicos tradicionales

4A.001

Tenemos dos vectores a = (2) / b=() — "

Dibuje el vector resultante y encuentre sus coordenadas para

a+b b+a a-b b-a

4A.002
Escribe  a= (%) y b=(3)

usando los vectores base i y j y encuentra sus longitudes.

4A.003

Tenemos dos vectores a = (%) / b=() "

Multiplica a por 4 y dibuja el resultado.

Multiplica b por -3 y dibuja el resultado.

4A.004
Dibuje dos vectores a 'y b.
Dibuja los vectores: -3a 2a 2a-b 3a+2b

Dibuje p de modo que: a+b+p =0 (el vector cero, nada)
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4A.005

Tenemos dos vectores a = (%) / b=() "

Dibuje los dos vectores que comienzan en el punto Origo: (0,0)
Calcule el producto escalar (el producto escalar).

Calcula el angulo entre ellos.

4A.006

Tenemos dos vectores a = (%) / b=() 7

Dibuje los dos vectores que comienzan en el punto Origo: (0,0)
Calcula el determinante.

Calcula el angulo entre ellos.

4A.007

Tenemos dos vectores a = (%) / b=() 7

Encuentra el area del paralelogramo y del triangulo, expandido
porayb

4A.008
Tenemos dos vectores a = (%) b=() "

Haz un boceto de a proyectado sobre b.
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Encuentra las coordenadas y la longitud del vector proyectado.

4A.009

Una recta pasa por el punto (4,7) y tiene un vector director (;)
Escribe la linea recta en forma vectorial.

¢Cual es la pendiente de la recta y donde se cruza con el eje y?

4A.010
Tenemos una recta como funcion vectorial (;) =) +¢(3)

Escribe la funcién en las dos formas tradicionales:

y=alx—x)+y; y y=ax+b
donde a es la pendiente y b es y parax =0

Ademas, escriba la funcién en forma vectorial usando un vector
normal:
alx —xy) +b(y—y9) =0 and ax+by+c=0

donde a y b son las coordenadas de un vector normal.

4A.011

Calcule el vector unitario en la direccion del vector a = (77)
asi como para su vector transversal.
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4A.012

Comprueba si el triangulo ABC con A(-2,0) B(6,4) C(2,-3) es
rectangulo.

4A.013

Calcula los angulos del triangulo ABC donde A(3,1) B(1,-1) y
C(-1,-2)

Dibuja el triangulo.

4A.014

Calcula la proyeccion de a = (g) sobre la recta que pasa por
A(5.7) y B(12,2) y haz un boceto.

4A.015

Encuentra la distancia entre el punto (10,10) vy la recta:
—2x+y+1=0

4A.016

Encuentra la distancia entre el punto (-12,-8) vy la recta:

() =CH+:)
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4A.017

Escriba el punto P(5,5) como un vector de posicion usando
vectores base y luego en coordenadas polares.

4A.018

Escriba el punto Q(-5,-5) como un vector de posicion usando
vectores base, y luego en coordenadas polares, y haga un boceto.
4A.019

Utilice CAS para dibujar la funcion vectorial r(t) = (’}f)

(+20)

Determina el punto doble.

Ademas, determine los puntos con tangentes verticales y
horizontales usando niumeros decimales.

4A.020

Utilice CAS para dibujar la funcion vectorial r(t) = (’;) = (tst_t)

Determina el punto doble.

Ademas, determine los puntos con tangentes verticales y
horizontales usando nimeros decimales.

4A.021

aq b,
Tenemos dos vectores 3D a= (a2> b = <b2>

a’3 b3
Encontrar: a+b a-b t-a lal
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4A.022
2 1
Tenemos dos vectores 3D a= <3> b = ( 4 )

Encontrar: lal bl a+b la + bl a-b la — bl
2b—a 12b — al

4A.023

4 —10
Son a= (—6) b = ( 2 > ortogonal?
2 26

4A.024

Escriba el punto (x,y,z) = (6,4,-3) como un vector de posicién
OP con coordenadas y usando vectores base: (i, j, K)

4A.025
6
Encuentra el vector opuesto a | 4 y comprueba la respuesta.
-3
4A.026
4
Tenemos un vector a = (3 Determinar el vector -2a
2
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4A.027

t
Dados dos vectores a= (t) b
1

I
I/\
o NP
N——

Encuentre t para que a y b sean ortogonales.

4A.028
t t
Dados dos vectores a = (—2) b= (—2)
3 t
Encuentre t para que a y b sean ortogonales.
4A.029
9
Divide el vector a = <6> en tres componentes en las direcciones
1
X, Y, Z.
4A.030

Tres puntos forman un triangulo en un sistema de coordenadas
3D:

P(2, 4,-1) Q(-3,6,4) R(3, -2, -3)

¢ Cuanto miden los lados y cuales son los angulos de las esquinas?
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4A.031

Tres puntos forman un triangulo en un sistema de coordenadas
3D:

P(3, 4,-1) Q(-2, 6, 4) R(4, -2, -3)
¢ Cuanto miden los lados?

Encuentra los puntos medios de los tres lados.

4A.032

Escribe la funcion vectorial de la recta que pasa por los puntos
P(21 -11 4) y Q(_31 41 7)

4A.033
b 2 5
¢Lalinea (y) = (—1) +t (—5) interseca el eje x, y 0 z?
Z 4 3
4A.034
X -1 -2
¢Esta el punto (3, -1, 7) ubicado en la recta? (y) = ( 2 ) +t <—1>
z -3 —4
4A.035

X -1 -2
¢ Estd el punto (3,1, 7) ubicado en la recta? (y) = ( 2 ) +t (—1)
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4A.036

Considere lo que se debe cumplir para que dos lineas 3D se
crucen.

Luego resuelve:

x —6 —4
Haz las lineas <y> = (14) +s (12) y
Z 17 2
X —30 12
<y> = ( 26 ) +t (—6) ¢se cruzan?
z —11 14

Si es asi, ¢en qué coordenadas?

4A.037

X 2 -2
Haz las lineas (y) = (1) + s( 1 ) y
z 1 -1
X 0 2
(y) = (0) +t (0) ¢se cruzan?
Z 3 2

Si es asi, ¢en qué coordenadas?

4A.038

Una recta pasa por el punto A(-1, 3,5) y B(3,t, 8). un plano es
X+2y+4z+12=0

Determine t de manera que la recta que pasa por Ay B sea
paralela al plano.
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4A.039

Tenemos dos planos llamados a y f:

a: 4x—8y+6z=2 p: —5x—10y—10z =2

¢Son los planos paralelos?

¢Ddnde se cruzan con el eje z?

4A.040

Escribe las ecuaciones de los tres planos «,f,y donde

1
n, = (2) yunpuntoen « es (2,2, 3)
3

-1
ng (—2) yunpuntoen S es (-2, -2, -3)

-3

2
n, = ( 0 ) yunpuntoen y es (6,1, -2)
—4

4A.041
Tenemosunplano a: 2x —5y+4z=2
Escribe un vector normal para el plano.

¢Esta el punto (1,1, 1) en el plano?

1

(ES (1) un vector normal a «, o tal vez paralelo?
1

¢Donde interseca a los ejes?

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3

99




4A.042

2t t
Dados dos vectores a = (—1) b = <—1>
3 t

Encuentre t para que a y b sean ortogonales.

4A.043

Un plano o tiene tres puntos conocidos A(1,-1,2) B(0, 2,0)
C@4,2,1)

Determina la ecuacion del plano.

4A.044

Un plano B tiene tres puntos conocidos D(-1,1,-2) E(O0, -2, 0)
F(-4, -2, -1)

Determina la ecuacion del avion.

¢Esta el punto (0, -2, 0) en el avidn?

4A.045

Encuentra el area del triangulo y el paralelogramo expandido por

) oo ()
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4A.046
Encuentra el area del tridngulo con vértices en
A1, 1,1) B(1,23) C3 12

4A.047
Encuentra el angulo entre los planos

a: 3x+3y—z+4=0 P: 3x+4y+2z—4=0

4A.048

Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre la linea

X 1 2
()’>=<2)+t(1) yplano 3x+3y—z+4=0
z 3 5

4A.049
Encuentra la recta que pasa por los puntos P(1, 2, 3) y Q(4, 5, 6)

Luego encuentra el &ngulo entre esta recta y el plano

4x —y+2z—6=0

4A.050

Encuentre el plano 3 que pasa por el punto (5, 3, 1) y es paralelo
al plano

a: x+3y—z—5=0
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4A.051
Encuentra la distancia desde el punto P(6, 0, 2) al plano

a 6x+3y+2z=5

4A.052

Encuentra tanto el &ngulo agudo como el &ngulo obtuso entre los
planos

a: 2x—3y+z=28 p: 2x+y—4z=-8

4A.053
Encuentre la distancia desde el punto P(3, 7, 2) al plano

a: 3(x—1)+2(y+5)—-2(z—-2)=0

4A.054
Una esfera tiene centroen (-9, 9, -11) y radio = 12.
¢Eselplano 2x +y + 2z =5 un plano tangente a la esfera?

Si es asi, determine el punto de contacto.
4A.055

Encuentre la distancia entre el punto (1, 1, 1) y una recta que
pasa por los puntos (2,1,2) y (3,3,3)
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4A.056

Encuentra la distancia entre las lineas:
X 0 1 X 2 2

[: <y> = (—5) + t(—l) m: (y) = ( 4 >+ S(—4)
A 1 1 VA -2 1

4A.057

Encuentra la distancia entre los dos planos paralelos

a: x+3y—z—5=0 p: x+3y—z—-10=0

4A.058

Una recta pasa por los puntos P(1, 2,3) y Q(4, 6, 8)
Encuentra la ecuacion del parametro de la recta.
Un avion tiene la ecuacion 4(x—1)—-1(y—1)+2(z—-1)=0

Encuentra el &ngulo entre la linea y el plano.

4A.059

Tenemosunplano a: 3x+2y+z=6
Encuentra los puntos de interseccion A, B y C con los tres ejes.

Calcula el area del triangulo ABC.

Proyecta Origo (punto (0, 0, 0)) sobre a Yy encuentra las
coordenadas.
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4A.060

Nosotras tenemos dos planos no paralelos
a: x+y+z=0 f: 2x+3y—2z=3

Encuentra la funcion vectorial de la linea de interseccion.

4A.061
Nosotras tenemos un plano a: 3x+12y—4z=—6
y una esfera x2+y%+2z%2+10z =24

Encuentra el centro C y el radio r de la esfera.
Encuentra la distanciade Ca «

Encuentre la proyeccion de C sobre «o

4A.062

Tenemos unaesfera x2+y?+z>2—6x—6y—4z—3=0

X 6 1
Y una linea (y) = (0) +s (—1)
VA 2 1

Encuentra el centro C y el radio r de la esfera.

Encuentre los dos puntos de interseccion linea-esfera (Q1, Q2)
usando nimeros decimales.
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4A.063

Tenemos una funciéon z = x? + y3 que muestra:

Encuentra la ecuacion del plano tangente en el punto (0, 5, 125)

(La funcion también se usé en el problema 3A.088 y podemos usar las
derivadas a partir de ahi o, por supuesto, calcular desde cero).

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 105




4A.064

., 4
Tenemos una funcion z=§x3+y—x—yl/2 e y=0

Encuentra la ecuacion del plano tangente en el punto (9, 4, 965)

(La funcién también se usé en el problema 3A.089 y podemos usar las
derivadas a partir de ahi o, por supuesto, calcular desde cero).
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Parte 4. Vectores — ejercicios
Seccion B — problemas de matematicas aplicadas

4B.01

Una pared de una habitacion tiene cuatro esquinas A, B, C, D. Los
angulos A y B miden 90°. Las longitudes son |IABI = 14 metros,
IBCl= 14 m, ICDI = 14,1 m.

(Cuanto dura |IADI?

¢ Qué tan grandes son los angulos C y D?

4B.02
Una pared de un edificio esta representada por un vector ( 40000) y

otra pared esta representada por un vector (°2°)

¢ Cual es el angulo entre las dos paredes?

4B.03
La placa base de una escalera es rectangular y esta representada
por los dos vectores:

0 4
(1) y (0) con longitudes en metros yz es vertical.
0 4

¢ Qué tamanio tiene el area de la placa base?

¢ Cual es el angulo con la horizontal?
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4B.04
Un edificio mide 6 m de ancho, 7 m de largo y 5 m de alto.

Determine los angulos entre la diagonal y los tres bordes en las
direcciones i, J, k.

4B.05
Segun un sistema de coordenadas local, la parte inferior de un

paso elevado de ferrocarril sigue una linea recta que pasa por el

3

punto (90, 90, 8) vy tiene el vector de direccidn (3) La parte
0

superior de un camino rural sigue una linea recta que pasa por el

-2
punto (60, 70, 3) y tiene un vector de direccion ( 4 ) La
1
direccion z es vertical.

¢En qué coordenadas (X, y) se cruzaran?

¢ Cual es la distancia z en el cruce?

4B.06
Segun un sistema de coordenadas local, la parte inferior de un
nuevo paso elevado de ferrocarril seguird una linea recta que pasa

por el punto (90, 90, 8) vy tiene el vector de direccidn <§)
La parte superior de una carretera rural existente sigue ur?a linea
recta que pasa por el punto (60, 70, 3) y tiene un vector de
direccion <_42>. La direccion z es vertical.

Determine hlpara una distancia vertical de 5,5 metros en el cruce.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 108




4B.07
La superficie de un techo se encuentra en un plano con la ecuacion

x+0-y— Zz =0

La linea central de un conducto de ventilacion tiene la ecuacion
X 2 0

(y) =|5]+t|0] zesvertical

z 1 1

¢En qué punto la linea central del conducto cortara la superficie
del techo?

¢ Cual es el angulo del conducto con respecto a la horizontal?

¢ Cual es el angulo del techo con respecto a la horizontal?

4B.08

Un barco navega directamente hacia el norte con una velocidad de
8 metros por segundo. Aparece una corriente en el agua en
direccion este-oeste y aplica una velocidad portadora de 1 metro
por segundo en el barco.

Si no se corrige: ¢Cual sera la nueva velocidad y direccion del
barco?

Entonces se produce un viento del noroeste con una velocidad
portadora de 2 metros por segundo. Si esto tampoco se corrige,
¢cudles seran la velocidad y direccidn reales del barco?

4B.09
Un pequefio avién vuela directamente hacia el sur con una
velocidad de 80 metros por segundo. Aparece un viento en
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direccidn oeste-este y aplica una velocidad portadora de 4 metros
por segundo sobre el avion.

Si no se corrige: ¢Cual sera la nueva velocidad y direccion del
avion?

La velocidad de la portadora del viento lateral cambia de tal
manera que la componente hacia el oeste sigue siendo de 4 metros
por segundo, pero ahora con una componente ascendente de 1
metro por segundo.

Si esto tampoco se corrige, ¢cuales seran la velocidad y direccion
reales del avion?

¢A qué distancia se elevara el avién en un minuto sin correccion?

4B.010

Si colocamos una bombilla en el punto focal de una parabola,
todos los haces de luz se reflejaran para emitir en lineas paralelas
desde la abertura.

Si cortamos el plato de la parabola a lo largo de su linea central,
tenemos una parabola con el mismo punto focal.

Encuentra el punto focal de la parabola:

y =5x% para —0.15<x <0.15

(Posiblemente haga un plan para el calculo y un boceto de trabajo para
explicarlo).
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Parte 5. Estadisticas — ejercicios

5.01

o

1 2 3 4 5 6

Lea el cuadro de cuadros y determine la observacion mas grande,
la observacion mas pequefia, 1.cuartil, 2.cuartil, 3.cuartil.

¢ Cual es la mediana?

5.02

El aflo pasado 72 personas visitaron un teatro como este:

Observacion. | Numero de
Numero de visitas | observaciones
4 12

5 16

6 1

7 7

8 16

9 10

10 6

11 4

Total: 72

Agregue columnas para:
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* Frecuencia de uno

* Frecuencia en porcentaje

* Frecuencia acumulada en porcentaje

Haga un grafico de barras con el nUmero de visitas en el primer
eje y la frecuencia en porcentaje en el segundo eje.

Determine el valor medio y la desviacion estandar del conjunto.

5.038

La tabla muestra un conjunto de observaciones y las frecuencias
correspondientes:

Observacion.

Frecuencias
en %

[0; 10] 0

110 ; 20] 0

120 ; 30] 10
130 ; 40] 30
140 ; 50] 20
150 ; 60] 30
160 ; 70] 10
Total: 100 %

Hacer/dibujar una curva suma.

Lea el conjunto de cuartiles.

5.04

En un club de fatbol se midieron las alturas (en cm) de los nifios

menores. El resultado se muestra en la curva suma:
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1007
) /
50
60

404

20

T T T T 1
160 170 180 150 200

Lea el conjunto de cuartiles.
Lea el cuantil del 90% y explique qué informacion proporciona.

El intervalo ]175 ; 180] cm son 6 personas. ¢ Cuantas personas se
midieron en total?

5.05

En una competicion de carrera se midio:
Observacién. | Numero de
BP0 e personas
flr_lallzauc')n en (Acumulativo)
minutos
35-40 7
40-50 276
50-60 1669
60-70 3210
70-80 4093
80-90 4492
90-120 4896
120-150 4974
150-180 5000
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(La serie medida se refiere a un antiguo problema de examen de secundaria
danés de mayo de 1977. Sin embargo, las preguntas y las soluciones son del
autor).

Trace una curva suma con el tiempo en el primer eje y la
frecuencia acumulada en el segundo eje.

Lea el conjunto de cuartiles.

Haga un histograma con el tiempo en el primer eje y la frecuencia
en porcentaje en el segundo eje. Informar en una leyenda cuanta
area de las columnas corresponde al 10% de los corredores.

5.06

Se pide a un gran niumero de personas de todo tipo que pateen una
pelota de futbol horizontalmente desde el punto P con la maxima
fuerza. El punto Q1 donde aterriza el baldn variara segun la fuerza
de cada patada. Ver figura 1.

Luego se les pide que pateen con una fuerza menor, pero lo
suficientemente grande como para que la pelota pase el borde. Ver
figura 2.

¢ Cual es tu estimacion?

« ;La coordenada x de todos los puntos Q1 tendra una distribucion
normal?

» ;La coordenada x de todos los puntos Q2 tendra una distribucion
normal?

‘E:!\ &1 P ) Q2|
Figura 1 Figura 2
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5.07

120 personas estan reunidas en una sala (1). Se sabe que 15
personas entre la multitud juegan al badminton.

¢Cual es la frecuencia de los jugadores de badminton?

¢ Cual es la probabilidad de conocer a un jugador de badminton si
le preguntas a una sola persona?

En otra sala (2) se encuentran reunidas otras 120 personas, de las
cuales 15 son jugadores de badminton.

¢ Cual es la probabilidad de conocer a dos jugadores de badminton
si le preguntas a una persona de la sala 1 y luego a una persona de
la sala 2?

5.08

Un disc jockey quiere tocar dos baladas, tres discotecas y cuatro
canciones de rock, pero no ha decidido en qué orden.

¢ Cuantas combinaciones hay?

5.09

En 1998 la organizacion IPCC estimo una curva para el aumento
mas probable de CO2 en la atmdsfera del afio 2000 al 2100. La
lectura de su curva da los siguientes valores aproximados:

2000 |2020 |2040 |2060 |2080 |2100

Afo
concentracion | 370 410 470 535 600 700
de COz en

ppm.
ppm significa "partes por millon".

Determine la funcion mediante regresion exponencial y encuentre

el factor de confiabilidad.
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¢ Parece adecuado estimar una funcion exponencial?

(A titulo informativo, la concentracion de COz se midio en 2020 en 411,4
ppm).

5.10
¢ Cuantas combinaciones hay si tiramos un dado tres veces?

¢Cual es la posibilidad de tener tres seises seguidos?

5.11
¢ Cuantos "0jos" hay en tres dados?

¢ Cual es la posibilidad de obtener un seis en tres tiradas con un
dado?

5.12

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 6 miembros. El primero elegido se convierte en capataz, el
siguiente en suplente y el tercero en suplente.

¢ De cuantas maneras se pueden elegir las 3 personas?

¢Cual es la probabilidad de que Liz se convierta en capataz, Peter
en capataz adjunto y Ann en suplente?

5.13

Se debera elegir un capataz y un suplente y suplente en una junta
de 6 miembros. La eleccion mostraré quien de las 3 personas
ocupa los 3 puestos, independientemente de cual puesto. La
decision entre los 3 se pospone para mas tarde.

¢ Cuantas posibilidades hay para la seleccion de las 3 personas?
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¢Cual es la posibilidad de la eleccion de Liz, Peter y Ann?

5.14

El nimero de matricula de un coche danés consta de dos letras
mayusculas de un alfabeto de 24 letras (4 de las 28 letras no se
utilizan) y cinco cifras.

¢Cuantas combinaciones hay?

¢Cual es la probabilidad de tener el nimero AB 12 345?

5.15
Una escuela de conduccion debe tener tres coches nuevos. El
distribuidor tiene seis modelos que se pueden utilizar.

¢ Cuantas posibilidades hay de elegir coches si se puede repetir la
misma combinacion?

Tres modelos son del afio pasado y el vendedor espera poder
venderlos.

¢Cual es la probabilidad de que eso ocurra?

5.16

Los tres estados de un pais se reunen para celebrar un torneo de
fatbol. Se van a celebrar 12 partidos, distribuidos de modo que el
estado mas grande A debe celebrar 5 partidos, el segundo estado B
debe celebrar 4 partidos y el estado C debe celebrar 3 partidos,
pero ¢cuales?

En un frasco se colocan 5 notas A, 4 notas B y 3 notas C. Un total
de 12 notas.
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Se sortean tres notas para los tres primeros partidos. ¢Cual es la
probabilidad de que todos sean A?

5.17 (5.16 continua)

Las tres notas mostraban A, B, B y no se devuelven. Se extraen
dos nuevas notas.

¢ Cual es la probabilidad de B, C?

5.18

Antes de una eleccion, se pregunta a 1017 personas si votaran por
un determinado partido. 408 dicen “si”, 512 dicen “no” y 97 dicen
“no sé”.

¢Cual es el 95% de confianza de toda la poblacion para votar por
ese partido en particular?

5.19

A una futura escuela de equitacion le gustaria saber cuantas
personas de su zona de influencia quisieran montar en bicicleta.
Piden a un instituto de analisis que haga un estudio con un alto
grado de confianza en el resultado.

Viven aprox. En la zona viven 30.000 personas mayores de 10
afios y ya existen dos escuelas de equitacion. El instituto pregunta
a 1.500 personas durante 10 afios y elige un analisis con un 99%
de confianza. Ademas, el instituto supone que la nueva escuela de
equitacion atraera al 25% de los interesados.

51 responden “si”.

¢ Cuantas personas es probable que asistan a la escuela de
equitacion?
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NUmeros complejos

5.20

Dos nimeros complejos se dan como ¢ = (5,%) y d= (3,%)

en forma polar. Calcular ¢-d vy 2

Convierta a la forma rectangular (como vectores) y calcule ¢ - d
c

Y 2

521

Dos nameros complejos sedancomoa =3+ 41 y b = -2+ 51
en forma rectangular. Calcular a-b vy %

Convertir a la forma polar y calcular a-b vy

5.22
Dos numeros complejossedancomoa =341 y b = -2 — 2]
en forma rectangular. Calcular a-b vy %

Convertir a la forma polar y calcular a-b y =

b
Muestra todos los nimeros complejos como vectores en un

diagrama.

5.23

, - i - T
Tenemos un nimero complejo: z = 2 ( cos 57t I-sin ;)
Escribe z en forma exponencial.

Calcula 23 y da la respuesta en forma rectangular.
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Part 1.

Seccion A — soluciones propuestas

1A.001

1A.002

1A.003
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1A.004

19,01
+ 591014

ERLCED

1A.005

+~ (01,01
+ 7803

1A.006

1A.007
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1A.008

1A.009

1A.010

1A.011

Ae @ fo

222.00
85

27T %1y
~3{g) N 91 = 98
591
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1A.012

o b
O)L"HB/\I_Z_/OAL{'{% Ay =111, 295

(299,13 )
1A.013
1110 999897
_w&@m — {40 \ v =221142
22117
1A.014
3+10%
21
L0
51
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1A.015

33
%12 - 694
139%%

(40
55200

563528

1A.016

’-‘MZ @%L( V6

13%%06
694030
AAE2 1400

56355230

1A.017

B1L.99 - L0605

6L4b21
6246270
13330&0@

« 6950300 0
555224000@

564239.4499%

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 124




1A.018

1A.019
14 Y
+/9%
el
2%
z3
QO
1A.020
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1A.021

A7 12

1A.022

w5 {25
Bl100.C -

R

2t

16

4O

40

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 126




1A.023

12. 625 11,695
_?5// 104,000

1A.024
1.983%3... Y R

1011, 0000

——
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1A.025

0,105
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1A.027

9 3 112 56 28
33 11 84 42 21 3
-52 -4 12 6 _ 3
65 5 160 80 40
165 21 3
el 2=
%=§ dividida por 19

242 121 11

550 275 25

910 70

_ = =2 Primero dividida por 13, luego por 7
13013 1001 143

1A.028

BONIN NR
WO »|R
\lll\) N|H
wlo &R

M
=
NN
N |-
=N
N

=
[N
w

> |
S|
N

Il
N W
~
Il
=
Ul
~

1A.029

4 20

7

14
12~ 24
6
—26

| o

8 40
-56 -7

48 6

(=)

_6_
26

NI oy =
NlN
ld unlw
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111 _ 111 1
2 2 2 222 8
3 -3 2 _ 3(-3)2 _-18 -9 -3
4 5 15 4515 30 15 5
3 -3 -2 3(-3)(-2) _18 9 _ 3
4 5 15 4515 30 15 5

7 247
24.2 =227 — 21

8 8

7 —24).7
241 =207 9

8 8

-7 24(=7
24.=7 = 22C7D _ 59

8 8

7 247
24.L =227 — 29

-8 -8

3 ~-3)-2:7  —-42  -21
3y (R27 _ 42 _
4 4 4 2

1A.031
= 8
2 _2.2_9
14 1
8
1
- 1 7
l o e— 0 T 1
171
7
1
z _11_1
7 7 7 49
1
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1 1
z_z_-1_1
7 2 7.7 49
1
11
73 113 _1
7 49
3
EERE Y
514 _ 11 11 14 1111 _ 121
13 13 14 13  13-13 169
14
1A.032
21 14 3 11
3 7 — 21 21 _ 21 =£-(_2)=—£
210 _2 1211 21
4 4 2
5.2 19
27 _ 7 _19 4 _76
4= X7 11 77
4 4
2 7
33 _ 3 _ _7.(3_7
_e+t Y 3 17 17
3 3
_1 1 _4_ 3
3 4 _12 12=__7.2=_210=_§
11 6_5 12 1 12 3
5 6 30 30
4 5 24 25
5 6 — 30 30 _ _1 (—12):£:i
2_3 8_2 1 30 15
3 4 12 12
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3 3 34 3.7 12421 33
7 4 7-4 4.7 28 28
5 2 59 26 45-12 33 _ 11
6 9 69 96 54 54 18
1 5 16 = 54 —-6+20 14
—_t-= -4 — = = — = —
4 6 46 64 24 24 12
1A.034
1 1 1(a—b) 1(atb)  (a—-b)+(atb)
a+tb a-b  (a+b)(a-b) (a—b)(a+b)  (a+b)(a-b)
a—b+at+b  2a
a2—p2 - a2—p2
1A.035
11
(—4)— 11 ( 11)
—7 - —4_ 0 — — — fr— 4-
= (95 (-

(—3)'i 9 1\ 8 2
—13 — —_ ¢ —_— —_—— ¢ — — T
(—4) % =(=3) 13 ( 4) 7 1
(-3)-9-(—-1)-8-2 _ 432 _ 216 _ 108

1
2

13-4-7-1 364 182 91
9 9 —-27 54 27

(=3)+60 _ 1313 _ 13 _ 27 9 _243
7 7 7 13 7 91
9 9 9
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1 1 3—-2
23_ 6 _ 1 _1

2 2 6:2 12

6—%_ 244—1 _ﬁ_i_ .
Z+4 - 7416 — 23 -
4 4

1 9—-1 8

3 _ 3 _3_84_32
L, 18 7273 7 21

4 4 4

8,1 24—7 17

7'3 _ 21 _ 21 _ 17

5 16 — 21 -

e = 7 147

1A.037

§= 0.5 = 50% g = 0.875 = 87.5%
18 _ _ o 1000 _ .o _ 0
—=15=150% —— =40 =4000%
i -_ —_— O 1—0 — = 0

= =05=50% —=2=200%
1A.038

35 1

_— T — —_— O

— = - =025 =25%

B -l-05=50%

70 2

35 1

- = = = 0

— =-=02=20%
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100% = 2 =~ =1 50% = L= =1
75% = — == 250% = 20 = 2
10% = — = — 506 = —- =
1A.040

Fin menos inicio: 60% - 50% = 10%
90% - 80% = 10%
40% - 50% = -10%

1A.041
e Reduccidn de precio: fin —inicio = 350 — 400 = -50

Relativa a 400: S0 _ 125 1259
400 100

e Reduccidn de precio: fin —inicio = 400 — 350 = 50

. 50 14.3
Relativa a 350: — =~ —=14.3%
350 100
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1A.042

x+x+x=3x
X—X—Xx=—X
2x—x—x=0

XY+ Z=XyZ
a+b—2a=—-a+b=b-a
a-b—2a=ab-2a

4b — 13b = —9b

1A.043
3x
= =3
X
3x _ 3x
y y
3x+3y 3x 3y 3x
=—+4+—==—+43
y y y y

3a a 6a a 7a
—_— + —_— T — —_—

2b 2b 2b 2b
8b
2_2=8-1=7
b
1A.044
4 20 6 3 7aa _ 14a
8 40 10a 5a 12a 24
48 6 6 _ 24c 26 _ —26
-56 -7 7¢  28c2 -6 6
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1A.045

x-(2—y)=2x+xy

—4(x —y) = —4x + 4y
B3—-x)-3=9-3x
(7—=y)2=14 -2y

3a(6 —a) = 18a — 3aa

2(2 — a)4 = 2(8 — 4a) = 16 — 8a

1A.046

4(7a+ b) +8(a+ 3b) =
28a + 4b + 8a + 24b =
36a + 28b

6(d—2e—f)+2(d—e+2f) =
6d — 12e — 6f + 2d — 2e + 4f =
8d — 14e — 2f

a(a—b) +b(a+b) =

aa —ab + ab + bb =
aa + bb
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1A.047
14—-7a=72-a)
4a + 8b = 4(a + 2b)
10a + 5b = 5(2a + b)

8—4x =4(2—x)
18x — 3xx = 3x(6 — x)
—6xy + 4x = 2x(—3y + 2)

1A.048
2x+2y  2x 2y X + y
4 4 4 2 2
3a-3b __ 3a 3b
4 4 4
3a—-3b a b
=2 _2=g-b
3 1 1
3aa—3ab
A = a—b
3a
3a-3b 3a 3b 2 2
T =T—T=3a-1—3b-g=6a—6b
2 2 2
1A.049
m m  2m __ 6m 3w 4w _ 6m-3m+4m _ 7m
3 6 9 18 18 18 18 "~ 18
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2o 8r—-5r=22.m—Sgr=4x—51=—7
4m 4

1A.050

(a+b)(c—d)=ac—ad+ bc — bd
(4+a—-b)(a+b)=4a+4b—aa+ab—ab—bb*
(2a+ b)(b — 3a)2 = 4ab — 12aa + 2bb — 6ab

(5a — 5b)(5a + 4b) = 25aa + 20ab — 25ab — 20bb *

*puede reducirse aln mas.

1A.051

(x+y)? =x*+y%+2xy
(x—y)? =x*+y*—2xy
(4x + 1)2 = 16x% + 1 + 8x

1
4

(x—5)2 =x?+25—10x

(%x+1)2= x2+1+x

(2x + 2y)? = 4x% + 4y? + 8xy

(a + b)(a—Db) =a?—b?
(Ba+1)(Ba—1)=9a*> -1
(3a + 4b)(3a — 4b) = 9a? — 16b>
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1A.052

x2+4—4x = (x — 2)?
44+ x%—4x = (2 —x)?
9—-x2=(3+x)(3—x)

a’ —b%*=(a+b)(a—Db)
9a? + 4b? + 12ab = (3a + 2b)?
4 + 36b% — 24b = (2 + 6b)?

1A.053
(3x — 5y)% = 9x2 + 25y? — 30xy
(1-2x)>=1+4x% —4x

1 1
(x—5)?=x"+7-x

(=3 —3x)(—3 + 3x) = 9 — 9x?

1A.054

a?+ b? —2ab = (a — b)?

4b% +1—2b = (2b — 1)?

42 — b2 =16—-b*>=(4+b)(4— D)

(3a)? — (4b)? = 9a? — 16b? = (3a + 4b)(3a — 4b)
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1A.055

4a?-9 _ (2a+3)(2a-3) _ 2a+3
4a?4+9-12a (2a-3)? 2a-3

b2+9+6b _ (b+3)(b+3) _ b+3

b2+3b  b(b+3) b
3c?-12c+12 _ 3(c?-4c+4) _ 3(c-2)(c—2) _ 3(c—2)
5¢2-10c  5¢2-10c  5c¢c(c-2) 5S¢
1A.056
4a’-16a+16 _ 4(a—2)(a-2) _ 4(a-2)
5a2-10a  5a(a-2)  5a
2_1¢p2 -
9b“—16¢C :(3b+4c)(3b 4c) — 3p + 4c
3a—4c 3b—4c
b?-18c? b?—9c? b b—
8 18c _ 2(4 9¢ ): 2(2b+3c)(2b—-3c¢) _ Z(Zb . 3C) _
2b+3c 2b+3c 2b+3c
4b — 6¢
1A.057

x(x+1)+1=x*+x+1
1I+x)x+1=x+x>+1=x*+x+1
x(x + 2x) = x? + 2x?

1A.058
x(xx+1D)+1D)+1=
x(x?+x+1)+1=
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x3+xt+x+1

1A.059
x*Hxt+x+1=
x(x*+x+1)+1=
x(x(x+1)+1)+1

1A.060
(x—3)2+(x+3)(x—-3) =
x*+9—6x+x*—-9=

2x% — 6x

(4x —2)2 — (2x+2)? —6x(x —2) =
16x%+4 —16x —4x%> —4 —8x — 6x% + 12x =
6x% —12x

(x+ 1%+ (x—1)2=
X2 +1+4+2x4+x>+1-2x=
2x% +2

—(4x —5)(4x +5) + Bx + 2)* + 7x* =
—16x% +254+9x% +4 4+ 12x + 7x% =
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12x + 29

(Bx—2)2—Bx+2)Bx—2)+3Bx+2) =
Ox2+4—12x—9x>+4+9x + 6 =

—3x + 14

1A.061

V4 =2 V16 =4 V169 = 13
VO=0 V—4 = sin solucion

Vv—16 = sin solucion

1A.062
J0.64 =08 V081 =009 34—6 =9 =3
1_1 4 _2 -4 _2
47 9 97 3 —9 7 3
1A.063
V2 = 1.41. V3 =1.73.. 2+2=V4=2
V64 + 36 =100 = 10 22 —4=0

V102 — 4 -8 -5 = sinsolucion
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1A.064

V1010 = /100 = 10
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V1010 =+/10 - /10 = 10

V9-4=+36=6 V9-4=4/9-Va=6
1A.065

1_1 4_2 121 _ 11

4 9 9 3 36 6
1_vi_1 4_Va_2 121 _ yrer _ 11
4~ vz~ 2 9~ Vo 3 36 ~ V36 6
1A.066

V4 V4 =4 Vi ++/4=2V4 =4 V4 —+/4=0
Vi+V16=2+4=6 VA ¥ 16 =20

V4 +9 =413 V4-9=/36=6

1A.067

(—8)2 =164 =8 J(=9)2=+/81=9
(—a)2=VaZ=a J(=ab)? = /(ab)? = ab
1A.068

Va 1 a_1 a_ya_1q

Va a a +a
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T6x _4 [ _ 4%
25y 54y  5vy

1A.069

103 -103 = 103*3 = 10°

102.10° = 1025 = 107

1072-10° =1072*> = 103
11 1.1

10z - 10z = 102"z = 101 = 10

3.1

3 1 4
10z - 10z = 10z*z = 10z = 102 = 100

3 1 3.1 2 1
1072-102 =102 =102 =107 = —
10
1A.070
—_ =10 =10
10
2 5 404
—=2-10
2 101
——— =102 - 1071 10* = 107+ = 10°

103.10%2.1071
10~%.103

=103 - 102 - 1071-10* - 1073 = 10°

103 -10%2-1071 103t2-1 10%

10—4.103 - 10—4+3 - 10-1 = 104 . 101 = 105
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1A.071

10%-10%-10"* _ 103*27t  10*
2:1074-10"3 210743 2.10°7

1 1
==-10"-10" == - 10"
2 2

T3 13,40 .
102 -102 - (10%) 10272 10 _
= - =107"1 = 10°

102 -10-1 T 10271 10

1A.072

10%2-107°-0.1 _ 10%2-107°-1071 _ 107* _
Z.104.102  1071-107%-102 1073

107* 103 =10"1

2
001-01- 7  1072.1071.2-1071 2-107%

_ _ -6
i 3 1.3 102 2-10
102 -102 10272
1011.10°-1073 108 107 1-107 ~
T 1 ~—02.100 0z _ 02 =510
0.2-102-102 ' ' '
1A.073
1 1 _
F—X =X
2 _ 4
F—Z'X
x2.x71 _ _
= =52 . x~1. x4 = 42-144 — 45
X
1A.074

52-4%2=25-16=9
4--2_5=i:—=l
25 32 8
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2-(=2)° = —64
2- (=234 (=2)2=-164+4 = —12

1A.075
(2-3)3 =63 =216
((2-3)3)2% = ((6)3)? = 6° = 46 656

((2)3>2 =((2)3)? =232 =20 =64

5
3\ 2 6 6
((1_51) ) = (1—51) = 15% ~ 113.37 ... altimo paso por CAS
1A.076

62 . 63 — (6)2+3 — 65
4° .56 = (4-5)° = 20°

5° 5-3 2
5=5"%=52=125

3

4

42 16 16 4
—==11i=71 = 16--=064
1) =.z = 1

2 2 2 4
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(43)5 — 415

(84)5:820

1A.077

4%-3% _ (4-38 _ (12 3 3
63  (6)3 _(6) =2"=8

e =) =0

CONCO
167 - (42)7 -

oo () = (222) =

ONORUEIC-RES

1A.078
5 o5 1 _ 12°%
4> . 3 erinrri 12
22-3% _ (2)3 _ (1)3 _1
123 \12/) ~\2/ 3
44- 8 (22)4_22 28.22 . 210 . 5
25 25 25 25 =2°=32
(43)2 — 46
432 — 4_9
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1A.079
(a-b)>=(a-b)(a-b)(a-b)=a> b3
((a . b)3)2 — (a3 . b3)2 — a6 . b6

3 3
X _ X 3 ..,-3
(—) —?ox y

1

Vag 483 (48
3 - 1 =

V6 &

- 1
= ?)3 =83=2 usando CAS en el paso final,

o diciendo: la terceraraiz de 8 es 2, - elevado a 1 todavia es 2.
3 1 3
V243" = (2435)3 = 2435 = 27 usando CAS en el paso final,

o diciendo: la raiz quinta de 243 es 3, - elevado a 3 es 27.

1A.081

1 1 2.1 3

376 : L1 23t g
\/Z.\/Z.\/Z=43-46-42=46 6 6 =46 = 4+ =4

1 1 1
V63 - V62 6°3.6°7 _6-62
6vV6 : P
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1A.082

18x + 13 = 13x + 58
18x — 13x =58 - 13
5x =45

g ¢ ¢ ¢

1A.083

14(5+x) =53x—4) — 3(5 — 2x)
70 + 14x = 15x — 20 — 15 + 6x
14x —5x —6x =—-20—-15-70
—7x = —105

_ -105

g ¢ ¢ ¢ ¢

Prueba por insercion

14(5+15) =5(3-15—-4) —3(5—2-15) &
14 -20 =205+ 75 &
280 = 280 cual es verdad.

1A.084
4—-—x=11 &
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—x=11—-4 &

—x = &
x=—7
5—x=5 &
—x=5-5 &
—x=0 &
x=0
—3x = 24 o
— 2 o
-3
x = —8
-x=7 &
x=2.7 &
3
28
X =—
3
1
E(1+X)=8 &
Z4+-x=8 &
2 2
lx=8—l &
2 2
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x=2-(8-2) &
x=16-1 &
x =15

1A.085

4y+1 4y-3 3
5 4

g

4(4y+1)-5(4y-3) _
5-4 o

16y +4 — 20y + 15 = —60
—4y + 19 = —60
—4y = -79

-3

g ¢ ¢ 8

y=7

zZ+3 2Z-5 1

2Z 3z

donde z#0

3(z+3)-2(2z-5) _
62 -

&

1

6
3z4+49—-4z4+10=2z &
19 = 2z e

19
Z = —
2

1A.086

6y—5 8—-6y 7y+3 9-2y
6 6 8 3
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24(63/ 5)_24(8 6y) _24(7y+3) 24(9 Zy) o
?(6}’—5)—?(8—63’)=—g(73’+3)—§(9—23’)®
4(6y —5) — 4(8 — 6y) = —3(7y +3) —8(9 — 2y) &
24y — 20 —32 424y = —21y — 9 — 72 + 16y
48y — 52 = -5y — 81

53y = —29

g ¢ ¢

29

y="5

a+6_5
13 8

8(a + 6) = 65
8a + 48 = 65

65—48
T8

g ¢ ¢ ¢

17
a—=—
8
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545 5
6:-5=10b o
=30 _3
10
c _ 15+c PN
5 543
c = 75+5c ©
8
8c —5c =75 o
3c =75 &
c =25
1A.088
0.45x = 1.35 &
_ 135 _
T 045
—4x = —= &
1
X =—
16
_ 7 . __1 ©
543 6
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X =— &
i)
1 8
x=(-3)(-3) =
8
X =—=—
42 21
1A.089
1
xz =3 &
1
(x2)% = 32 =
X =
1
x2—2=0 &
xz =2 o
x=4
1
2x2—2=0 o
2x2 =2 &
1
(2x2)% = 22 &
4x = 4 o
x=1
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1A.090

16x—2 _ 12x-18

2(2x+1)  3x—4 donde x # _% y x#- g ©
(16x — 2)(3x — 4) = (12x — 18) - 2(2x + 1) P
48x% — 64x — 6x + 8 = 12(4x? — 4x — 3) =
48x?% — 70x + 8 = 48x% — 48x — 36 &
—22x = —44 &
x=2

1A.091

4 +4x =2ax + 6 &
4x —2ax =6 —4 &
2x(2—a) =2 &

1
X—; para X#2

1A.092
x2—-2x+1=0 &
v _(_z)wg_lzyﬁ o
240
X =—
2
x =1
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1A.093

x?2—-2x=0 usando la solucion cer R
x(x—2)=0 &
x=0y x=2
1A.094
—2 —3x = —2x? &
2x2—-3x—2=0 &
x = ZCDHCEH42(02) o
2:2
X = 3425 o
4
1
X=2y x= -3
1A.095
lxl = vVx donde x>0 &
x®=x &
x2—x=0 &
x(x—1)=0 &
x=0y x=1

Alternativamente:
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lxl = /x donde x>0 &

x% =x &

x2—x=0 &

x=1i\/12—0 o
21

x=0y x=1

1A.096

—V2—-x=0 donde -co <x<2 &

2—x=0 &

2—x=0 o

x =2

1A.097

x(x—=3)=0 &

x=0y x=3

4x(x+4)=0 &

x=0y x=—-4

x—=3)(x—=7)=0 &
x=3y x=7
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4(x —=5)x—-1)=0 &
x=5y x=1

8(x+4)x=20 &

x=—4y x=0

1A.098
—x?—-2x+3=0

_ 2+/(=2)2-4(-1)3
B 2:(-1)

x==-3 y x=1

2x2+4x—-20=0 &
x> +2x—10=0 &
X = —24,/22-4-1-(-10) o
2-1

x=—2¢«/ﬂ o

2
x=—2+«/ﬂ y =—2—m o

2 2
x=—-1++v11 y x=-1-+v11
2x> —4x+8=0 &
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el discriminante es negativo

Sin solucidén

1A.099
—5x%2—4x—1=0
5x2+4x+1=0

_ —4+V42-4.51
B 25

X el discriminante es negativo

Sin solucién

1A.100
x3+x2=0

Suposiciones:

x=-1 => —141=0
x=1 => 11+1=0
x=0  => 0+0=0

y una suposicién entre las raices -1 y O:

1 1
x=—12 => —~4-=0
8 4

verdad

falso

verdad

falso

Todas las demaés conjeturas resultan falsas, por lo que dos raices:
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x=-1 vy x=0,locual es confirmado por el CAS.

1A.101
x*+x*-2=0 &
x3+x2=2

Suposiciones:

x=0 => 0—-0=2 falso
x=1 => 1+1=2 verdad
x =2 => 8—4=2 falso

x <1 hace que el lado izquierdo sea demasiado pequefio, x > 1
hace que el lado izquierdo sea demasiado grande, por lo que solo
x =1 es unaraiz, lo cual es confirmado por CAS.

1A.102

x* =16 2
(x2)2 = 42 N
x?2=4 &

XxX=—2y x=2

También se puede resolver adivinando y controlar mediante
insercion.
La resolucion es confirmada por el CAS.

x* =81 &
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(X2)2=92 &
x2=9 &
x=-3y x=3

También se puede resolver adivinando y controlar mediante
insercion.
La resolucion es confirmada por el CAS.

1A.103

x*+x?2 =81

Suposiciones:
x=2 => 16 +4 =81 falso
x=3 => 81+9 =281 falso

Para x =2 se ve que el lado izquierdo es mas pequefio
que el lado derecho. Para x =3 se ve que el lado
izquierdo es un poco mas grande que el lado derecho.
Entonces, debe haber una raiz en aproximadamente: x
~29...

x=-2 = 16 + 4 = 81 falso
x=-3 = 81+9 =281 falso

Para x =-2 se ve que el lado izquierdo es mas
pequefio que el lado derecho. Para x =-3 se ve que el
lado izquierdo es un poco mas grande que el lado
derecho. Entonces, debe haber una raiz en
aproximadamente: x~-2.9...
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Solo son posibles raices entre -2 y -3, asi como entre 2 y 3.

CAS confirma dos raices: x =-2917...y x=2917...

1A.104

x* —40x%* +144 =0 &

o2 = 4Oi\/16(;(.)1—4-1-144 -

x?=4 y x*=36 5%

XxX=x22 y x =16

2x* — 64x2 —288=0 &

x*—32x2—-144=0 &
2 _ 32+,/1024—4-1-(—144)

X = 21

x? = —8 lo cual no es posible, y x% =36 2
X =x6

1A.105

xt—2x3-3x2=0 <

x?(x*=-2x-3)=0

Lo cual es cierto para cualquiera de los dos
x2=0 0 (x2-2x—-3)=0
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x? =0 esciertopara x =0
(x? — 2x — 3) = 0 es cierto para:

X = 2+,/4—4-1-(-3) o

2-1

x=—-1vy x=3

Combinado larepuestaes: x =0 y x=—-1 y x=3

1A.106
10x+4y =44 y 2x—y=7

Equacion dos: y=2x—7

Ensertado eneq. una: 10x +4(2x —7) = 44 &
10x + 8x — 28 =44 &
18x =72 &
x=4

Ensertadoeneq.dos: y=2-4-7 &
y=1

1A.107

2x—y=6 Yy

3x —5y =2 &

6x—3y =18 vy
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6x — 10y =4

Eqg.una — eq. dos: 7y = 14 & y=2

Ensertadoeneq.una: 2x—2 =26 & x=4

1A.108

2x—§y+3 - 3x—:y+3 y 3x+45Ly—6 - 4X+:y+1

Eq.una: 9x —12y+9=8x—12y+9 &
x =3

Eqg.dos: 20x 4+ 15y +5 = 15x 4+ 20y — 30 &
—5x+5y—-35=0

Parax=3: =5-3+5y—-35=0 &
5y =50 &
y =10

1A.109

X+ %y =4 y

2x — 3y =-3 &

2x+y=8 y

2x — 3y = -2
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Eg.una — eq. dos: 4y =10 & y = g
Ensertado en eq. una: x + % : ; =4 & X = %

1A.110

%x +3y=-7 'y

—2x + 2y = —14 &
x+6y=-14 y

—6x + 6y = —42

Eg.una — eq. dos: 7x = 28 e x =4
Ensertado en eq. una: %4 + 3y =-7 & y=-3
1A.111

Directamente proporcionalen 1) y 2).
Inversamente proporcional en 3) y 6).

1A.112

Abierto:. o——o 12; 3] 2<x<3
2 3

Cerrado: e—— [2; 3] 2<x<3
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1A.113

o— ]-17 ; oo X >-17
-17

—_— [-17 ; oof x >-17

1A.114

lx+3>—1x+4
2 3

lx+lx>4—3
2 3

3
—x+3x>1
6 6

Ex>1
6

g ¢ ¢ ¢

6
x> =
5

ix—3>4—lx
3 3

ix+lx>4+3
3 3

Ex>7
3

g ¢ ¢ ¢

x>5-7
5

21
x> —
5
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1A.115
2x—4<2x+3<6—x

Nos dividimos en dos desigualdades:
2x—4<2x+3 y 2x+3<6—x &

0 <7 verdad paratodox y x<1

Combinado: x <1 o0: X pertenece al intervalo ]-oo; 1|
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Parte 1.
Seccion B — soluciones propuestas

1B.01
25% — 20% = 5% = 8 m3 =>
100% =222.8 = 160 m?3

5

O estableciendo una ecuacion con V para el volumen:

Zyg=2 &
5 4

&
-8 &
&

1B.02
1 bolsa pesa 440 — 419 = 21kg

419

Numero de bolsas al principio T 20 bolsas

1B.03

V para volumen, AV para el cambio de volumen por minuto y n
para el nimero de minutos:
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AV =40 — 17 = 23 litros
V=A4V -n =>
300=23-n &

n = 13 minutos

1B.04
5-30-0.75= 1125 fardos

O mas detallado:

5 [caballos] - 30 [dias] - 0.75 [ fardos

caballo-dia

1B.05
14% — 10% = 4% = 20 litros =>

100% = % 20 = 500 litros

O estableciendo una ecuacion con V para el volumen:

010-V+20=0.14-V &
20=014-V-0.10-V &
20=10.04-V &

V= 2 - 500 litros

2
0.04
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1B.06

El nimero de dias se llama n.

2(3-25)+2(3-25)+5(5-25) =450 @

0.4167 -n+0.625-n+0.833:-n =450 <&

= %59~ 240 dias
1.875
1B.07
d = 3800vh = 3800vV2 ~ 5370 m
d = 3800vVHh = 380040 ~ 24 000 m

Y la cima de la montafia se puede ver a una distancia de
aproximadamente:

d = 3800vh = 3800+/1000 ~ 120 000 m = 120 km

1B.08

200 000 es 125%.

Exclusiva de 25% IVA: =22 =160 000
160 000

Y por un coche: = 80 000 ddlares

1B.09
E =250+Z2(n+4) =250 +§(8 +4) = 298 mill. libras
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E =250 +2(n+4) = 250 + = (12 + 4) = 346 mill. libras

450 = 250 + = (n + 4) =>

450=250+"72+2n¢>

n? +4n—400 =0 &
n = —4+.,/(-4)2-4-1-(—400) N
2:1
n=18 y n=-22 => -22 no es relevante.

n = 16 pisos son posibles

1B.10

T=2m|*=2n / = 4.48 segundos
g 9.82
L 10

T=2n |-=2m = 6.34 segundos
g 9.82
L 15

T=2n |-=2m = 7.77 segundos
g 9.82

1B.11

@ y m son directamente proporcionales.
0y V son inversamente proporcionales.

Q=" =—2"=7500 -2
\% 0.002
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1B.12

e Intervalo de masa = [15 ; 20[ kg.
e 15kg < Masa < 20kg

1B.13

1 hora son 60 minutos y 1 minuto son 60 segundos. Entonces:

3 3
90 = = 22 = 0.025 ™ (metro cubico por segundo)
h 60-60 S

Comienzo: 0.5 (para promedio) - 0.025 (m;) -20(s) = 0.25m3
m3
Correr:  0.025 (™) - (12- 60)(s) = 18 m?

Parada: 0.5 (para promedio) - 0.025 (m;) - 40(s) = 0.5m3

Suma: 0.025+ 18 + 0.5 = 18.75 m?

1B.14

Masa total: 12-124+22-14+11-16 =342 u
Carbon: 132:22 = ;% ~ 0.421 = 42.1% masa
Hidrégeno: =~ 0.0643 ~ 6.4% masa
Oxigeno: 118~ 0.515 ~ 51.5% masa

342
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Control:

1B.15

Masa total:

Hidrdgeno:

Oxigeno:

Control:
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421+ 6.4+ 51.5=100%, 0k

2:-1+1-16=18u

21—'; ~ 0.111 =~ 11.1% masa

% ~ 0.889 ~ 88.9% masa

11.1 +88.9 = 100%, ok
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Parte 2.
Seccion A — soluciones propuestas

2A.001
|—5/=5 5] = 10l = 0
1144)=2 12 _41=2 l—al=a
2 2 2 2
| —abl = ab | —5+421=3 | —7—-5l=12
| —7 45| =2 |—%|=% | — 5018 = 5018
2A.002
R
2 ]
B(5.-2)
[m}
C(-2.-3)
IABI? = (5 — 0)2 + (=2 — 3)? &
IABl = /(5 — 0)2 + (=2 — 3)2 &
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IABl = /(5)% + (—5)2 &

|ABI = /25 + 25 &
|ABI = /50 ~ 7.07
IBCI2 = (=2 — 5)2 + (=3 — (=2))? &
IBCl = {/(=7)% + (—1)? &
IBCl =49 + 1 &
IBCl = /50 ~ 7.07
IACIZ = (=2 — 0)2 + (=3 — 3)? &
IACI = \/(=2)% + (—6)2 &
IACI = V4 + 36 &
IACI = V40 ~ 6.3
ICAIZ = (0 — (=2))% + (3 — (=3))? &
ICAl = /(2)% + (6)2 &
ICAl = V4 + 36 2=
ICAl = /40 = ACI ~ 6.3
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2A.003

15

157
Hi—
_ O
! C(8.8)
' O
5 B(2.6) g
| D(11.5)
o
A(-4.2)
5 0| 5 10 '
X

=5

ABI = [(2 — (—=4))" + (6 — 2)?]% =52% =52 ~ 7.2
IBCl = [(8 — 2)? + (8 — 6)%]" = 40" ~ 6.32

ICDI = [(11 — 8)% + (5 —8)?]% = 18" =~ 4.24

IDAI = [(11 — (—4))? + (5 — 2)?]" = 234" =~ 15.3
IACI = [(8 — (—4))? + (8 — 2)?]"% = 180" ~ 15.3
IBDI = [(11 —2)? + (5 — 6)?]% = 82" ~ 9.06
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2A.004

y=a(x -

donde

y

entonces

X1) + 0
_ 4y _ 6-2
T Ax 2—-(-4)

(le Y1) = (_4'2)
y =500 (=) +2

2 8 6
y=3xt3t3

2 14
yE3ETS
y=2x+5
y=6x—3
__1,_1
Y=75%773
y=—ix+b
1=—=.2+4b

4
b=z

1 3
Y=

2
T3

se elige el punto A

&

&

P insertada
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Aqui bosquejado por CAS. También se puede dibujar a mano
utilizando las coordenadas encontradas mediante insercion, por
ejemplo para |;:

X 0 1 2 -1 -2 Etc.
y 5 7 9 3 1
ap - a; =6-(— %) = —g +—1 => no ortogonal
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2A.006

4
v
T T
-4 -2 0
/
4

(Figura no necesaria).

. 4 3-1 2
l1: pendiente a = = = ==
Ax 4—(-4) 8

=> y=%x+b

Punto (4,3) insertada 3 = % +b =>b=2

entonces y = i X+ 2
P pendiente igual a= i = y= %x +b
(3,0) insertada 0= % +bh => b= _%

1 3

entonces y=zx—-

2A.007

y=alx—x)+y
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donde

y
entonces

donde

y

entonces

A 3-0
a ::AX::-——-::l
Ax 3-0

(x1,y1) = (0,0)
y=1(x—-0)+0

y=Xx
A —4-2 -6

a ::—Z = = — =
Ax -1-3 —4

(x1,¥1) = (3,2)

y=%(x—3)+2

3 9 4
=-x—-+-
Yy =3 2 2
—3x 5
y=3 2

Punto O insertada

&

3

2

Punto Q insertada

&

&

Diferentes pendientes (1 y %) => no paralelas
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2A.008

2A.009

2x +4y—14=0 =
4y =—-2x+14=0 &

1 7 . 1
y=—;x+7 pendiente = —~
pendiente también = —% =>
y= —%x +b (5,7) insertada =>
7=--5+b &

b _E+E_1_9 =
2 2 2

1 19

y=TRR S

B(6.6)
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Linea a través AC:

4—(-2)
y=ax+b conay punto A:
3=-2(-2)+b ®
b =- =>
5 4
Yac = —gX +3
Lineaatravés AB: q=-—>>_=3
6—(-2) 8
y=ax+b con ay punto B:
6=26+Db &
15 _
b - : =>

Lineaatravés BC: aq=—2=2=
4—-6 -2
y=ax+b
—2=4-4+b
= —18

YBc = 4x — 18

2A.010

y es cero en el eje x: =>

4
con ay punto C:
&
=>

2x—0=4

=2
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Por tanto, interseccion con el eje x en el punto (2,0)

xesceroenelejey: => 20—y =4
& y=—4

Por tanto, interseccion con el eje y en el punto (0,-4)

2A.011
Ix—4y=0 & 3x=4y & y=%x

kx +3y=12 & 3y=—-kx+12 & y=—§x+4

3 k 9
Paralelo para: S=— O k=—-
4 3 4

.3 kY _ _k_ _
Ortogonal para: Z'(__)_ 1 © 7= 1 © k=4

2A.012
Interseccion para: Vi1 = Viz =>

Y usando los lados derechos de las ecuaciones:

3 3 22
-x+1=-x+—
4 7 7

21 16 22 7
_x__ — —— -
28 28 7 7
21 15

287 7

x =12

El cual se inserta en la ecuacion para l; o I, aqui elegimos I;:
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y=212+1=10 =>

Punto de interseccién: (12,10)

La interseccion con el eje y es para x = 0 que se inserta =>
_ __ 22
yiu =1 y Yiz = —

It
altura J/

A
9

-5 0 lb 15
/s . 1
Aréa de triangulo = 5 base - altura =>
1 22 7 90
a=2(2-1.12=2
2 \7 7 7
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2A.013

5o
g(x)

fx)
hix}

fx) = x?

Aqui bosquejado por CAS. También se puede dibujar a mano
utilizando coordenadas encontradas mediante insercion, por
ejemplo para f(x):

g(x) = 4x? h(x) = %xz

0

[EEN
N

-1

-2

Etc.

X
f(x)

0

1

4
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2A.014

i(x) =—x

2A.015
y es cero en el gje x:

x> —-2x—-8=0

—N2-4.1-(—
x=ziJ(2) 41(8)=2i6=4y_2
2-1 2

Interseccion en puntos (4,0) y (-2,0)

x esceroenelejey:
fx)=02—-2-0-38
fx)=-8

Interseccion en puntos (0,-8)
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Vértice: (;—Z,_—d) = (i,_316) = (1,-9)

10

f(x)

2A.016
Interseccion para: Yiinéa = Yparabola =>

Y usando los lados derechos de las ecuaciones:

—x—2=2x*4+6x—2 &
2x*+7x=0 &
x(2x+7)=0 &
x1=0yx2=—% =>

Y dado que los puntos de interseccion cumplen ambas ecuaciones,
y se encuentra mediante insercién en cualquiera de las ecuaciones
(recta o parébola). Aqui elegimos la ecuacion de la recta, que es
maés sencilla:
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n=-2 e y=-(-1)-1=: o

Por lo tanto interseccién en puntos (0,-2) y (—% g)
/s
Complimiento.
2A.017
Se Cruzan por x2—4x —4=2x>+x <
x2+5x+4=0 &
—5+v25—-4-1-4 —-543
X = = &
2-1 2
x1=—-1y x,=—-4 =>
Y por insercion yy=1¢e y, =128 &

Por lo tanto interseccion en puntos (-1,1) y (—4,28)
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40

30

I h I I ! i | 1 ]
-10 [\ 10 20 30 40

_1{}_

No es facil leer los puntos de interseccidn, pero parece encajar con
el calculo.

2A.018
2x = —2x%*+y < y = 2x%+ 2x
4=—x+x*+y < y=—x*>+x+4

X coordenadas de interseccion
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2x%+2x=—x’+x+4
3x2+x—4=0

~1+,/1-43-(-4) _ —147
x = =
23 6
4
=1y x,=-7 =

Y por insercion en la primera ecuacion (cualquiera servira)

4

=t e m=2(-2) v2(-1)=

8

Por lo tanto interseccién en puntos (1,4) y (—g g)

Complimiento.

2A.019
y=-x2+6x—05
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Lecturas: Interseccion del eje x en (1,0) y (5,0)
Interseccion del eje y en (0,-5)
Vértice en (3,4)

La recta horizontal y = 5 no cortara la parabola

Calculos:

y es cero en el eje x =>

—x?+6x—5=0 &
6+V62—4-1-5 614

X =— o1 = ; =5y1 =>

Interseccién en puntos (5,0) y (1,0)

xesceroenelejey: =>
y=0%2+6-0-5 &
y=—5 =>
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Interseccion en puntos (0,-5)

Vértice: (_—b _—d) = ( = == ) =(34)

2a’ 4a 2:(-1)" 4-(-1)

Para y =5 => 5=—x*+6x—5 =
x2—6x+10=0
6+V62—4-1-10 . Ll
X =————=sin solucion =>

Sin interseccion

Cumplimiento total de lecturas versus calculos.

2A.020

f(x)=x%>—x—6 raices x2—x—-6=0 &
p = ZEORAIEE
X, =3y x, =-2

Entonces con factor 1 => fx)=x—-3)(x+2)

g(x)zixz—x—8 raices %xz—x—8=0 <

x*2—4x—-32=0 &
44./16—4-1-(-32)

2-1

X =

x, =87y x,=—4
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Entonces con factor i => f(x) = i(x —-8)(x+4)

2A.021

f(x)=3x—-4 y gx)=x+4+2 =
f)+gx)=3x—4+(x+2)=4x—-2
fx)—gx)=3x—4—-(x+2)=2x—-6

|t
i
fix)-g(x)
” 2
0 2 3
f(x)

2A.022
flg(x)) =3(x+2)—4=3x+2=h(x)
h(x) =3x+2 &
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X = h(x)-2
3

=> y formando la funcién inversa:

W) =5

gfx)=CBx—-4)+2=3x—-2=i(x)
i(x) =3x—2 &

_i(x)+2
3

=> y formando la funcién inversa:

T =5

Osolo: h, i, h?, it

2A.023

Comprobado por Pitagoras a? + b? = ¢?
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Aqui 22 4 32 = 3.82 &
13 = 14.44 =>

Falsa, no en angulo recto

32 4 42 = 52 N
9416 = 25 &
25 = 25 verdad Area=%-3-4=6

IABI = ((5—2)? + (4 — 3)})% = 10*
BCI = ((10 = 5)% + (0 — 4)2)% = 41%

ICAl = ((2 —10)% + (3 — 0)?)*% = 73"% =>
(107)% + (41%)2 = (73%)? &
10+ 41 =173 Falsa, no en angulo recto

IDEl = ((2 - 0)* + (4 — 0)*)* = 20"
IEFI = ((10 — 2)% + (0 — 4)?)* = 80*

IFDI = ((0 - 10)? + (0 — 0))* = 100*  =>
(20%)% + (80%)? = (100%)? ©

20+ 80 =100 true Area = % +20-80 =800
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2A.024

x2+y?—6x+4y+4=0 <
x2—6x+y*+4y+4=0 <
(x2—6x+9)+ (2 +4y+4)=9 2
(x—3)Z+(@y+2)?=9 =>

Entonces, centro C(3,-2) y radio = 3

y? —12y = —x% — 16x &
x2+16x+y2—12y =0 &

(x% 4+ 16x + 64) + (y? — 12y + 36) = 64 + 36 o
(x +8)2+ (y — 6)% = 100 =>

C(3-2) y r=3

2x% + 2y —4x + 12y = 12 2
x2—2x+y*+6y==6 2
(x2=-2x+1D)+@*+6y+9)=6+1+9 o
(x—1D*+(y+3)>=16 =>

C(1-3) y r=4

x2+y2—6x+4y+20=0 &
x2—6x+y*+4y=-20 <
(x2—6x+9)+ (y>+4y+4)=-20+9+4 o
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(x—3)>2+(y+2)?*=-7 =>

El lado derecho es negativo => no hay circulo

2A.025

x2+y24+12x+35=0 o
(x2+12x+36)+(y—0)2=-35+36 &
(x+6)2+(y—0)2=1 =>

A circle with C(-6,0) and r=1

x?+12x+y%=-36 o
(x> +12x+36)+(y—0)?2=-36+36
(x+6)2+(y—-0)2=0 =>

Sin radio => sin circulo, solo un punto C(-6,0)

%x2+%yz—x+%y+32—5=0 54
x?+y%—4x+6y=-70 2
(x> —4x+4)+ (> +6y+9)=-70+4+9 &
(x —2)*+ (y + 3)? = =57 =>

El lado derecho es negativo => no hay circulo

2A.026
C(74) P(36,41) Q(50,-30)
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ICPI = ((36 — 7)2 + (41 + 4)2)» =535 =7 =>

No, la circunferencia con r = 52 no pasa por el punto P.

ICQI = ((50 — 7)? 4+ (—30+4)?)* =502 =7 =>

No, la circunferencia con r = 52 no pasa por el punto Q.

2A.027
C(-32) y r=4 =>
(x+3)2+(y—2)2=16

P(1,4) Q(-5,-4) R(1,2) se colocan en el circulo si se cumple
Pitagoras para la distancia de C al punto, es decir, si dist.? = 16

P(1,4) (1-(-3)*+#“-2)2=20 => No
Q(-5-4) (=5-(-3))%+ (-4 —-2)?=40=> No
R(1,2) 1-(-3)*+2-2)2*=16 => Si

Circunferencia = 2nr = 2m -4 = 8n = 25.1

A=nr*’=m-16 = 16m = 50.3
2A.028
C(215) y P(_31_7)

La ecuacion del circulo (x—a)*+ (y—b)? =r?
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dénde (a,b) = (2,5)

y ICPI es radio => Pitagoras:

ICPI? = (=3 —-2)2+(-7—-5)2=169 =132 =12
Asi que aqui (x—2)2+ (y—5)?=13?
y =0 en el gje x, que se inserta:

(x —2)%2+ (0 —5)% =132 <

x> —4x—144 =0 &

X = 4i@ &

x; =142 y x, = —10.2 =>

Intersectando asi el eje x en puntos (-10.2,0) y (14.2,0)

X =0 enelejey, que se inserta:

(0—2)2+ (y—5)? =132 =

y2—10y — 140 =0 &

y = 10+,/100—4-1-(-140) P
2-1

y1 =178 y y, = =7.85 =>

Intersectando asi el eje y en puntos (0,-7.85) y (0,17.8)

2A.029

x?—x+y*+y=5 &
1 1 20 1 1

(F—x+ )+ +y+ ) =7+ +; @
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_1y2 1yva_ 1 -
=32+ +3) == >

1 1

Una recta n que pasa por C( % —%) y es perpendicular a la

tangente (y = %x + ? ), tiene la pendiente

3, . 4 3\ _ .
a=-2 (since 5-(-3)=-1),y laecuacion:

Formula y=a(x—x;)+y; =>
. 3 1 1
At y=—3(x=3)+(=3) ®
3 1 .
y=-Ix—= que es la linea n

El punto donde se cruzan la recta tangente del nuevo circulo y la
recta n es un punto del circulo, por lo tanto, dos ecuaciones con
dos incognitas para encontrar el punto:

4 23 1
=-X+— = ——-x—- =>

y 3 p y y a
4 23 3
—_ +____x__
3 6 8
16 9 184 6
—xt+=—x=-"——
12 12 48 48
25 190
127 48

x=-19 => y =13 => puntoenelcirculo: (-1.9, 1.3)

Entonces el radio? serda (—=1.9 —0.5)?2+ (1.3+0.5)2 =9
Y radio r=3
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Y el circulo (x—2)2+(y+5)2 =32

Un boceto aproximado: tangente

2A.030

NUameros precisos de la tabla:

cos 60° = %= 0.5 sin 60° = g 0.866 co0s45° = £z 0.707
sin 45° = g 0.707 cos 30° = £ ~0.866 sin30°=1=05
cos 90°=0 sin90° =1

NuUmeros decimales de CAS:
cos 100° = -0.174 sin 100° = 0.985
cos 135° = -0.707 sin 135° = 0.707

2A.031

Pese = (cos 65° , sin 65°) = (0.423 , 0.906)
P2se = (cos 25° , sin 25°) = (0.906 , 0.423)

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 201




A

y
y

Pese

/ P2se
2A.032

Puse = (cos 45° , sin 135°) = (0.707 , 0.707)
P13se = (c0s 135°, sin 135°) = (-0.707 , 0.707)
LY

NI

2A.033
cosv=0 => @ .

v =cost0=90°or 270°

\ 4

v
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cosv=1 =>

\

v=cos! =0°

sihv=0 =>

v =sin10°=0° or 180°

v

sihv=1 =>

v=sint1=090°

v

SPANDARD;

sinv =0.707 =>
v =sint 0.707 = 45° or 135°

sinv=0.342 =>
v =sin10.342 =~ 20° or 160°

T

cosv=-05 =>
v =cos? (- 0.5) = 120° or 240°

cosv=-0.94 =>
v =cos? (- 0.94) = 160° or 200°

v

&&
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2A.034

tan 20° = 0.364 tan 100° = - 5.67
sin 20° = 0.342 cos 135°=-0.707
2A.035

CAS: tan 2 ~63.4° or 243.4° tanv=2
tan v =2 W
2A.036
angulo enrad angulo en grados , 21 - 45 T
J =2 g => Aqui: Vygq = =-rad
2T 360 360 4
angulo enrad angulo en grados , 21 - 90
g = g => Aqui: v,4q = =—-rad
2T 360 360
2A.037
anguloenrad  angulo en grados . 360 g o
= => Aqui: vy, =——>=60
21 360 21

3T
anguloenrad  4angulo en grados _ . 36
= => Aqui: vy, = ——* =135°
2T 360 21

2A.038

360° o 2mradian

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 204




2A.039

180° = m radian

y: longitud del arco = angulo - radio =>
aqui: longitud del arco = m - 40 &

longitud del arco = 126 metro

2A.040
2w - 270 3n e
Vrad =~ = 7radlan
y: longitud del arco = angulo - radio =>
aqui: longitud del arco = %ﬂ 0.8 &

longitud del arco = 3.77 metro

-
-
<

3

-4
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f=sinx amplitud = lal = 1 periodo = 27

g = 2sin X amplitud = lal = 2 periodo = 2
h = 3sin x amplitud = lal = 3 periodo = 27
2A.042
2-
g f h
1 1
0

-2

f =sin x amplitud = lal = 1 periodo = 2r
g =sin 2x amplitud = lal =1 periodo =1
h =sin %x amplitud = lal =1 periodo = 4n
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2A.043

f(x) =sinx para 0<x<2m
1.51
1
0.5
0 : | | |
T T im bi 5_r[ E ﬁ T
r 2 4 4 2 4
,0_5_

Leer: f(x) =0 para
x=0,Ty2m

Célculo:

f(x)=0 =>
sinx=0 => /%\

Xx=sint0=0y w vy 2m

»
»

(Algunos CAS solo muestran una solucién, por lo que es mejor usar el
circulo unitario como se muestra).

Cumplimiento para lectura y calculo.
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2A.044

f(x) =sinx para 0<x<eén

157

0.5

Aqui leemos x =0 y m y 21 y mas, periodicamente.

Calculo:

fx) =0 =>
sinx=0 => m .

x=sint0rad=0y m y 2m

Algunos CAS solo muestran una solucion, por lo que durante un
periodo la solucién debe observarse desde el circulo unitario como
se muestra. Para mas periodos tenemos que expandir usando un
numero entero (un nimero entero (negativo, cero y positivo)) p (p para
periodo), que aqui es de 0 a 6:

x = pn donde p es un numero entero de 0 a 6
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cual es la respuesta completa.
O con simbolos de la teoria de conjuntos:
x =prmt donde peZenelintervalo [0, 6]

Z es el simbolo de todos los nimeros enteros.

Cumplimiento para lectura y calculo.

2A.045

2T 2T 2T
T=— => wo=—=— =>
w T

f) = 2-sin(2?ﬂt) -1

NN A

2A.046
T:Z—T[ => w:2_17.'=2_71':£ =>
w T 10 5

f) = 2-sin(§t) + 4
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2A.047

A - 0 2 4
VS ARRY,
de fase
>
_2_
. 3 -
Cambio de fase = —% =—5= -1.5 cumplimiento
El periodose lee: T = 3.1 (por ejemplo, de arriba a arriba)
. 2 2 -
El periodo calcula: T==="=7 cumplimiento
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2A.048
f(t) =1.5"-sin(2t + 3)

Punto (5.5, 1.5) insertada =>

1.5=15-sin(2-5.5+ 3) &

1.5=15 verdad => si

2A.049

2+ (tanx)? = 2 + tanx donde OSxSE &
(tanx)? —tanx = 0 o

tanx(tanx —1) =0 &

tanx =0 o tanx =1 =>

T
x=0 o x=-
4

Intervalo

1 [ %, | = [0.8.24]

—15-

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 211




sinx = 0.75 &

x; = sin"10.75 =~ 0.85 y debido a la simetria:
x, =1 —0.85 = 2.29 =>
Intervalo: [x;,x,] = [0.85,2.29]

Teniendo en cuenta que la lectura aqui es incierta, podemos
concluir que existe cumplimiento.

2A.051

157

0354

J.'l ,\.'2

0 T T T T T 1
k3 N |3 T Sm| m A2
4 2 4 4 2 4
1 3 1
~054
\/ {cosx<-0.5
_14

Interval:
[.x]1=[21.42]

-154

cosx = —0.5 PN
x; = cos~(—0.5) = 2.09 y debido a la simetria:

X, —TT =T — X, o
X, =m+m—x, =2n—2.09 = 4.19 =>

Intervalo: [x,,x;] = [2.09,4.19]
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2A.052
A
sin x X1 se lee hacia - 0.9

‘ X se lee hacia 0.9
( g ; \\

0>

sin® = 0.5 =>
T o _E_S_TE o -

G—E(SO)OE - =~ (1509 >
T 51

91—g y 9 =%

x1=coss?n y x2=cosg &

x; = —0.866 y x, = 0.866 =>

Dominio =] — 0.866,0.866 |

2A.053

Resuelve la siguiente ecuacionpara 0 < x <7

_ 3sinx+1 o
4(sinx)2+1

4(sinx)?+ 1 =3sinx +1 o

4(sinx)? —3sinx = 0 &

sinx(4sinx—3)=0
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y usando la solucion cero:

sinx=0 & x=0 o0 x=1m

4sinx —3=0 & sinx=% & x~0848 0 x =~ 2.29

2A.054
B Dibujamos la linea BD con D =90° =>
¢ cos70°==2 & IADI~513 =>
|ACl =2 -5.13 =10.26
A D C

. B _IADI _ 513
Sin—=—=—
2 15 15

Control: 70+70+40=180 Ok.

5.13

& = sin™?! (?) < B=40°

N |

tanA = \5D1 =>
|AD
IBDI = tan A - |ADI =>

IBDI = tan 70°-5.13 =~ 14.09

2A.055

Se aplican las reglas del coseno:

b%+c2-a? 12249262
COsA = = ~ 0.875 = A=29°
2bc 2-12-9

a?+b%—c? _ 62+12%-97

~ 0.6875 => A =46.6°
2ab 2-6-12

cosC =
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a?+c?-b% _ 6%49%-122

cosB = ~ —0.25 => B=104.4°
2ac 2-6-9
Control: 29 +46.6 + 104.4 = 180 Ok.
2A.056
Regla del coseno b? = a® + c? — 2ac - cosB
Aqui b?>=5%2+82—-2-5-8-cos55° =>
b ~ 6.57
b a

Regle del seno — = —
sinB sinA

Aqui 65 — > & sind~0623 =>
sin55 sin A
A =~ 38.6°
C ~ 180 — 55 — 38.6 = 86.4°

2A.057

sin€ _ snB & sinC = <sinB =>

c b b

sinC = gsin80° =
C =57.6°

A =180—-80—57.6 =424°
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b 7
=2 => =2 &

sinB  sinA sin80°  sin 42.4°

a~= 4.8

Area=%-a-b-sin€=%-4.8-7-sin57.6=14.2

2A.058

El area es proporcional a la longitud de dos lados. =>
d=14 b=16 c=18

2A.059

a’ = b%? + ¢? — 2bc - cosA &
c?—2bc-cosA+b*—a?*=0 =>
2 — (2-2.7 - cos45°)c +(2.72 — 2.3%) = 0 &
c2—38c+2=0 &
c= 3.8+V3.82-4-1-2 o

2-1
. 384254 o

2
¢, =0.63 0 ¢, =3.17

Un “triangulo complicado” con dos soluciones.

a?+c?-b% _ 2.32+40.632-2.72
2ac  2-23-063

cosB; = ~ —0.553=> B;=123.6°
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a?+c?-b%  2.3243.172-2.72
2ac  2-23-3.17

C, =180 — 45 — 123.6 = 11.4°
C, = 180 — 45 — 56.5 = 78.5°

~ 0.552 => B,=56.5°

cosB, =

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 217




f es exponencialmente decreciente y se aproxima asintéticamente
al eje x (en la direccion x positiva).

g aumenta exponencialmente en la direccion x positiva y se
aproxima asintéticamente al eje x en la direccion x negativa.

Ambos pasan por el punto (0,1)

Son simétricos alrededor del eje y.

2A.061

h disminuye exponencialmente con una pendiente numéricamente
mayor que f (en 2A.060) y se aproxima asintéticamente al eje X
(en la direccidn x positiva).

i aumenta exponencialmente con una pendiente numeéricamente
mayor que g en la direccidn x positiva y se acerca asintoticamente
al eje x en la direccidn x negativa.

Ambos pasan por el punto (0,2)

Son simetricos alrededor del eje y.
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2A.062
Formula K, =K,(1+r)"
Aqui K, = 40 000(1 + 0.06)* = 50 499 dollares

2A.063

f(x)=b-a* donde
a=1+7r)=1+10%) = (1+0.1) = 1.1 y
f(O)=b-a*¥°=p-1=15 => b=15 vy
f(1) =15-1.11 = 1.65 => k=1  =>

f(x) =15 1.1%

2A.064

f()=b-a¥ donde
a=1+7r)=(1-10%)=(1-0.1) =09 y
f(O)=b-a*°=b-1=15 => b=15 vy
f(1)=1.5-0.9%1 =135 = k=1 =>
f(y) =15-0.9”

Or:

f)=b-a"y => fO)=b-c¥ donde
c=1+7r)=(1-10%) =(1—0.1) =09 y
f(O)=b-c®=b-1=15 => b=15 vy

f(y) =15-0.97
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2A.065
f(x)=b-a*
f(0O)=4=b-ak?
fA)=9=4-qk1

Entonces:

Ocon ak=c:

Il
\Y

f(x)=b-c*

2A.066

b)z(s)‘“

=> con puntos insertado:
& b=4 porque a®?® =1
o ak =2
4
9\* 9
f(x) = 4(2) bes4 aes . (kesd)

f(x)=4(z)x bes4 aesz

-1 0 1 2 3

4

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3

220




:@Z(U

-1 0 1 2 3 4

Cumplimiento.

2A.067

f(x) =2. eO.4-x — 2(80.4)x ~ 2 .1.49%

g(x) = (=0.5) - e(7027)% = (—0.5) - (e7%27)* ~ (—0.5) - 0.76*
h(x) =3. e(—1.3)-x — 3(e—1.3)x ~3.027%

2A.068
f(x)=0.6" e(-13)x = 0.6 - (e713)* = 0.6-0.27F decresiente
gx) =3-el7* =3(el7)* = 3-547* cresiente

h(x) =12-eCOM* =12.(e7)* =~ 12 0.67* decresiente

Un exponente negativo hace que la funcion sea decreciente, lo que
se observa antes del acortamiento. Después del acortamiento se
observa por el nimero base menor que uno.

f(x) disminuye mas hasta que se acerca al eje x.
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2A.069
Formula y=b-a®* aqui N =150-e%°¢
Parat=0 N, =150-¢e°%%9 =150

Refiriendose a la pagina 143 del libro de texto:

taoble = % -In (M) =2.In (ﬂ) ~ 1.16 h

No 0.6 150
In2
Ousando T, = —— =>
Ina
. . , in2
aqui se inserta e®6 para a* de la formula:  Tyope = M"W ~1.16h
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0.6t _ 10000
150

10 000 = 150 - %6t & e ~ 66.7 &

0.6-t=1In66.7 & t =7 horas

2A.070

El signo = significa que se utilizo6 CAS.
log 4 + log5 = log(4-5) = log20 = 1.3

log (3) + log (3) = log (3-3) = log (3)

log 4 —log5 = log (g) ~ —0.097

o9 ()= tog (2) = toa (1) = 109 (-5) = 0 )

—0.028

—0.22

Q

Q

SEESENEY

2A.071
In4+In5=1In(4-5)=1[n20=3

@ rm(®) = wC ) = n() ~ -os

In4—-In5=In (g) ~ —0.22
n ()=t (2) = n (4) = 0 (2 = (%) ~ - 0064

2A.072

In(e-e3)=Ine*=4Ine=4
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log(e-e3) =loge*=4loge ~4-0.434 ~ 1.74
4lne* 1 =4ned® =4-3lne=4-3-1=12
4ine*+4Ine® =4-4lne+3-4lne=16-1+12-1=28

2A.073
32X =4 & In3%* =In4 &
2x-In3=1In4 & 2 — nt &
In3
2x = 1.26 o x = 0.63
Or:
32 =4 < log 32 = log 4 &
_ __log4
2x-log3 =1log4 < = 1003 &
2x = 1.26 & x =~ 0.63
372X =4 & In3 2 =In4 &
(=2x)-In3=In4 —ox =24 &
In3
—2x = 1.26 & x = —0.63
In3x =4 =3 eln3x — o4 =g
4
3x = e* = x=%z18.2
n3x+2=In4 & In3x=In4-2 o
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pln3x — plna—2 © 3x = g4 . g2 ©
3x =42 = x =~ 018

2A.074

log(2 —2x)=Ine? & log(2 —2x) =2 &
2 — 2x = 102 & x=222=_49

-2

Control por insercion en la ecuacion original => se define la raiz.

log(2x +6) = -03 <« 2x+6 =10703 &
2x =107%3 -6 & x =~ —2.75

Control; se define la raiz.

Inx+In(x —1) =2In2 &
In(x(x — 1)) = In 22 N
eln(x(x—l)) = pln4 o
x2—x=4 <
x>2—x—4=0 o

_ 1+/1-4-1-(—4) _ 1+/17 o

2-1 2-1

x = 2.56 (La otra raiz: x = - 1.56 no esta definida)
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2A.075

Inx—In(x—1)=In2 &
In==in2 &
x—1
X —9 &
x—1
X=2x—2 o
x = Control: se define la raiz.

ln(1+%)+ln(x+4)+2=2 &
ln«1+a-@+4ﬁ=0 &

((1+i)-(x+4))=e°=1 o

x+4+1+-=1 ©
x*+4x+4=0 &
X = —4++/16—4-1-4 PN
2-1

x=—2 Control: se define la raiz.
2A.076

=4 .pl1t o pllt =Y o
y 4
Inellt = ln% & 1.1t = In % &

1
t=—-InZ
1.1 4
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Los ejes no son equidistantes

fx)=3 - (1.2)°

Lineal

0 T T T T d
o 2 4 6 g 10

x
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Leyendo por ejemplo: x=0 => f(x)=3 y x=6 => f(x)=9

107

Escala de logaritmo natural
In escala

fx)=In (3 - (1.2)%)

|| e

Lineal escala

T T T T d
0 2 4 6 b 10
X

Leyendo por ejemplo: x=0 => Inf(x)=~1.1 => f(x)~el!'~3

y X=6 => Inf(x)~22 = f(x)=~e*?=9

10

Escala de logaritmo

logio escala
3
6
44

fix)=

21 log,,(3 - (12)")
0 | . Lineal escala

o 2 4 6 g 10

x

Leyendo por ejemplo: x=0 => log f(x) 0.5 => f(x)~10°°~=3

y Xx=6 => log f(x)~0.95 => f(x)~10°%®=9
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La comparacion de las dos lecturas del primer diagrama con las
dos lecturas de los otros diagramas muestra el cumplimiento.

Ademas, se observa que una curva exponencial en el primer cuadrante de un
diagrama lineal normal se convierte en una linea recta en un diagrama donde
el segundo eje (f(x)) tiene una escala logaritmica.

2A.078

Al leer los puntos de interseccion son, aprox.:
(-1.3;-23) y (1.3;2.3)

Y por célculo:

3
y==y y=x° =>

X
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%=x3 & x*=3 & (x?)2=3 & x?2=3% & x=1£3"" =>
x; =~ 1316 y x, =~ —1.316 =>
vy, =228 e y,=—2.28 =>
Por célculo los puntos de interseccion son:

(1.316 ; 2.28) y (-1.316 ; -2.28) Cumplimiento.
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Parte 2.
Seccion B — soluciones propuestas

2B.01

80% de 20 000 es 16 000 m3

Max. Suminiatrado por dia: 4 mTB - 24 horas = 96 m3
Evaporatdo por dia: 20m3

Lo que corresponde a % ~ 138 dias de suministro de agua.

(96+20) day

Después de tres meses normalmente secos, el volumen de agua es

V= (Vdep()sito + Vrecibido) - (Vsuministrado + Vevaporado) =>

V = (20 000 m® + 1000 m3)

3 3
‘(4%'24;7'90 dias + 20%-90 dias) = 10560 m3

2B.02

3m

5m
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Usaria una cinta meétrica para verificar el largo y el ancho
midiendo directamente.

Y comprobaria los &ngulos rectos indirectamente midiendo las dos
diagonales. Deben ser iguales y medir:

diagonal = V52 + 32 = 5.831 metros

2B.03

tan 40° = % &

altura = 29 - tan 40° = 24.3 metros

2B.04

40° 30
1
D B 40 A

Llamamos al punto superior C — y al punto base D (ICDI = altura),
y formamos las tres ecuaciones:

IcDI __Icol

tan 40° = — tan 30° = — |IAD| = IBDI+ 40 =>
IBDI |ADI

tan 40° = ol tan 30° = cp! &
IBDI IBDI+40

IBDI - tan 40° = (IBDI + 40) - tan 30° &

IBDI =~ 0.688 - (IBDI + 40) &
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IBDI =~ 0.688 - IBDI + 27.5 &
|IBDI| =~ 88.2 metros

E insertado en la primera ecuacion:

tan 40° = <2 => ICDI ~ tan 40° - 88.2

IBDI

Entonces: ICDI = altura = 74 metros

2B.05

Tenemos nuestro nivel de medicion a cinco metros sobre el nivel
del mar, y consideramos triangulos a ese nivel.

Llamamos C al punto superior del molino de viento, y el punto
cinco metros por encima del punto base se llama D. La altura del
molino de viento entonces se convierte en ICDI + 5

Formamaos tres ecuaciones:

tan28°=—-  tan20°==-  |AD|=IBDI+100 =>
tan 28° = % tan 20° = IBD||C-|[-)I100 &
IBDI - tan 28° = (IBDI + 100) - tan 20° &
IBD| ~ 0.685 - (IBD! + 100) &
IBDI = 0.685 - IBD| + 68.5 &

IBD| =~ 217 metros

E insertado en la primera ecuacion:

tan 28° = <2 => ICD| ~ tan 28° - 217

IBDI

Entonces: altura sobre el dispositivo de medicion =~ 115 metros =>
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y: ICDI = altura sobre el nivel del mar = 115 + 5 = 120 metros

2B.06

. 1624 m o,

254 m
;

el nivel del-mar !
bosquejo del principio 77m
Parabola y=ax?>+bx+c
donde c=0
y por la mitad (254 —77)=a-812%+ b - 812

y por laotramitad (254 —77) =a-(—812)2+ b - (—812)
lo que lleva a:

a-8122+b-812=a-(—812)2+b - (—812)

lo cual sélo puede ser cierto para b =0 =>
y=ax? => (254—77)=a-812? < a=0.000268 =>
y = 0.000268 - x?

Pardbola elevada 77 metros => c=77 =>

y = 0.000268 - x* + 77
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2B.07 A

A 4

el nivel dei mar

r=45000

bosquejo del principio.

Circolo: (x—a)*+ (y—b)* =r? =>
(0,0) en el centro del circulo: (x — 0)2 + (y — 0)% = 45 0002

(0,0) del nivel del mar: (x — a)? + (y — (—44 925))? = 45 0002
O mas corto: (x —a)? + (y + 44 925)% = 45 0002

2B.08

Pardbola y =ax?+bx+c  donde c=0
(-0.1; 0.3) ensertada: 0.3 = a(—0.1)%? + b(—0.1) ec.1
(0.1;0.3) ensertada: 0.3 = a(0.1)? + b(0.1) ec.2
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Dos ecuaciones con dos incognitas:

ec.1 b="""=—3+01a =>
ec.2 0.3 = a(0.1)% + (=3 + 0.1a)(0.1) &
0.3 = 0.01a — 0.3 +0.01a &
0.6 = 0.02a &
a=30 =>
ec.1 b=-3+01-30=0

Entonces: vy =30x* y —0.1<x<0.1

2B.09

Hallamos el radio de la Tierra a partir de:

0=2mr < r=2=209_6378km~6378000m
2T 2T
h Y Pitagoras:
d d>+r2=(r+h?* &

d?=(r+h)?—-r?

h=2m:

d*? =6378002%2 - 6378000 < d=5051m~5km
h=40m:

d? = 63780402 —-6378000%2 < d=22589m =~ 23km
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h =100 m:
d* =6378100%—-6378000% & d=35716m=36km
h =1000 m:

d? =6379000%2 —-6378000%2 & d =112947 m =~ 113 km

2B.10

Hallamos el radio de la Tierra a partir de:

0=2mr < r=2=20090_¢6378km=~6378000m
2T 2T
h 3 Pitagoras:
d d>+r*=(r+h)? &

d* = (r + h)2 — 1?2

h=2m:
d? =6378002%2-6378000%2 <& d=5051m~5km

Y cuanto mas lejos esté la roca = 25 000 — 5051 =19 949 m
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Luego encontraremos la distancia desde nuestra linea de vision al
mar junto a la roca:

h
5051 m
y /719949 m y es la altura oculta de la roca.
Roca
72 +199492 = (r + y)? =>
6378 000% + 19 9492 = (r + y)? =

r+y=6378031
y r ensertada:

vy~ 6378031 —6378000 = 31 metros

(Suficiente para esconder un pueblo junto al mar).

2B.11

(sinx)? + sinx = 0 para 0<x<2m &
R & =5 _

sinx = —— =0y -1

En un periodo (0 <x<2r) sinx =0 ocurre para los angulos
x=0 y m y 2m (que se puede ver en un circulo unitario).

. . 3w
En un periodo sinx = —1 ocurre para x = ~

. 3 .
Combinado x =0, =, 7” 2w cumple con el diagrama:
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4>|-

=)
e f
o
w
5
- H
4&{
u?
5
5

2B.12
(sinx)? + sinx = 0 para 0<x<é6m &
sinx = 221 _ ¢ y —1

Enun periodo (0 <x<2m) sinx = 0 ocurre para los angulos
x=0y my 2n

. : 3
En un periodo sinx = —1 ocurre para x = 7” (que se puede ver

en un circulo unitario).

Combinado x =0, m, 37” 2T

En tres (0 mas) periodos tenemos que expandir usando un namero
entero p (un namero entero):

X=pmw y — % + 2pm cual es la respuesta completa.

Cumplimiento para lectura y calculo.
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2B.13

Temp. |20 |30 |40 |50 |60 |70 |80 |90 ]100 |°C
Tasa |1 |2 |4 |8 |16 |32 |64 |128 |256 | Facor

A
256 | Velocidad de reaccion

100

0 50 100 Temp.

Curva aproximada en principio.

Es una funcion exponencial.
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2B.14

Temp. | 20 30 40 50 60 70 80 90 100 | °C
Tasa |1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | Factor
Formula y=b-c* aqui y=tasa e X =temp.
_ 20 — _ 1
1=b-c => = 20
2=b-c3 => p=—
C30
1 _ 2 30 _ 20
C% = 5 ey C = 2'C
Resuelta por CAS o adivinando: ¢ = 1.07 y (—1.07) =>
c=1.07 => b =0.25
Entonces: y = 0.25-1.07%
Control: Insertando (100, 256) =>
256 ~ 0.25 - 1.071°° <
256 =~ 256 verdad
2B.15
Formula y=b-a** Aqui N =160- %>t
Parat=0 N, = 160-e%>% =160
Refiriéndose a la pagina 143 del libro de texto:
1. Ndoble) _ 1 | 320)
taobie =1, ln( No ) 0.5 In (160) 1.39h
in2 _
OQusando T, = — =>
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n2

Wz 1.39 h

aqui se inserta e%° para a de laformula:  Tyope =

10000 = 160- €5t & e05t=222~625 @
05-t=In625 & t = 8.72 horas

2B.16

Py es la produccién al 1 de enero de 2015.

P es la produccion real

r es el crecimiento por afio, aqui 0,04

n es el numero de afios, aqui 7. Entonces:

P =P0(1+T)n => P=P0(1+004)7 &
P =P, 1316 el crecimiento es: fin — inicio = 1.316 — 1 = 0.316

Por lo tanto, el crecimiento es 0,316 = 31,6% durante los siete
anos.

2B.17

K, =K,(1+nr)" dénde encontraremos el valor inicial Ko
Aqui: Kh=20000 r=006 n=5 =>
K, = B _ 20990 _ 14945 libras

T @+m)™ (140.06)5
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Alternativamente podemos calcular “hacia atras” (desde el momento del
pago) teniendo un exponente negativoy con Ko=20000 r=0.06 n=-5:

K, = 20 000(1 + 0.06)~5 = 14 945 libras

2B.18
conc.= f(t) =0.3-t-e L1t
0.10'| /‘\

Conc. en mg/|

0.084

006

0.044

0024

0 2 4 ] a
! Tiempo en horas

La concentracion maxima se lee como aprox. 0,1 % después de
aprox. 0,9 horas.

2B.19
Formula y=b-c* aqui N=b-ct
donde N = numero de bacterias

b =100 000

¢ = nUmero base de crecimiento
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t = tiempo en minutos

Encontrar ¢ 300 000 = 100 000 - c*® & c =1.0247
Después de tres horas  N3;, = 100 000 - 1.024718% =~ 8.08 mié.

2B.20

[H*]=1-1077 => pH = —log 1077 =7
[H*]=1-1071° => pH = —log 1071° = 10
[H*]=1-1073 => pH = —log 1073 = 3

[H*] =3-107° => pH = —log (3-107%) =45
2B.21

El agua de lluvia natural es ligeramente acida.

5.5 = —log [H*] & —5.5=log [H*] &
- 1
10 55 _— 1010g[H+) = — — [H+] &
mol mmol

[H*] = 0.000 003 ZT = 0.0032 ;

2B.22
7.8 =—log [H*] & —7.8 =1log [H*] <
10~78 = 1010g[H+) = 10778 = [H+] &

mol ¢ mol

[H*] = 0.000 000 015 87> = 0.0158 - 10 ™
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Parte 3.
Seccion A — soluciones propuestas

3A.001
f(x)=—x%+4x—2 => %f(x)=—2x+4
g(x) = 8x% + x => ;—xg(x) =16x+1
_1.2 - a _
h(x) =-x°+8 => dxh(x) =X
i(x) =8x%—-1 => < i(x) = 16x
dx
3A.002

fE=42+2 y f(1)=6=>
f@=8x y f(1)=8

f@=-6x>~x y f(1)=-7 =>
f(x)y=—-12x—-1 y f'(1)=-13

fG=3x2-3 y f)=-; =>

2
f=x vy fO=1

f)==-3x*-1 y f(1)=-4 =>
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f=-6x y f(1)=-6

3A.003

1

fO) = —3%? => f)==—1x

que es la pendiente a de todas las tangentes de la funcion (una
parabola por cierto).

y en punto (2,-1) a=f'(2)= —%- 2)=-1

Todas las tangentes son rectas con la prescripcion.

y=ax+b

b se encuentra insertando nuestro punto (x,y) = (2,-1) =>
—-1=(-1)-2+b o
b=1

a'y b insertados: y=(CDx+1 e

y=—-x+1

Control mediante un boceto en un diagrama:
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Cumplimiento.

3A.004
f@x) = 3x2 = Z=f@=6x
Para f'(x)=a=2 => 6x =2 O ng
1 _ (1

Para x = => flx) = (E) =l=y
Ecuacion tangente  y =ax+b =>

Z=2-24bp &

3 3

h=—1 =>

3
Entonces y = 2x _§
3A.005
— — ay _ . 1

f(X)—X => E—f(X)—Ex
Para x =9 => fx)=3 vy f’(x)=%=a
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Ecuacion tangente y=ax+b =>

3 =g'9+b &
9 3 _
b —E—E =>
Entonces y=2x+42
6" ' 2
3A.006
fx) =4x*+x% = f(x)=8x+ %x‘l/z
fX)=x"+4x—-9 => f’(x)=%x‘1/2+4
f(x) =x"(x"—-6)=x—6x" => ff(x)=1-3x""%
f(x)=—%x2+4x—8 => f(x)=—x+4
3A.007

Prescripcion/formula y = Ax? + Bx + C

(0,0) insertada 0=0+0+C & C=0
(4,4) insertada 4=A-4>+B-4 ec.1

y =Ax*+Bx => y =2Ax + B pendiente
x =4 and slope =3 inserted 3=2A-4+4+B ec.2
ec.l B=1-4A =>

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 248




ec.2 8A+1—4A=3 o A=% =

ec.l B=1-4.--=-1

1
Entonces y = Exz — X

3A.008

y=x3—-12x+1 => % =9y =3x%2—12 pendiente
Para una tangente horizontal la pendiente es cero =>
3x2—-12=0 = x% =4 s x =12
Para x =2 y=23-12-2+1=-15

Para x = -2 y=(-2)3-12-(-2)+1=17

Por tanto, existen tangentes horizontales en puntos
(2-15) y (-217)
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3A.009

Interseccion para

X1 = 0 insertada en f:

Interseccion en (0,0) y
(1.1)

f(x) =g(x) =>
x% =x" &
x2—x"2=0 =

5

x*—x2=0  multiplicado por x?

x (x3 — xg) =0
Esto sdlo puede ser cierto para X; = 0 y para (entre paréntesis) X =1
fy=x* =>  f(0)=0=y
g)=1=y,

X =linsertadaeng: g(x)=x% =>

Entonces, las curvas se cruzan en los puntos (0,0) y (1,1)
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Cumplimiento de lectura.

3A.010

f(x) =x*—4x+4

fx)=y=0 enelejex: x2—4x+4=0 &
_4J_r\/126;w:2 —s

Interseccion con el eje x en el punto (2,0)
x=0 enelejey: fx)=0—-0+4=4 =>

Interseccion con el eje x en el punto (0,4)

Pediente en (2,0) ff(x)=2x—-4 =>
f(2)=2-2-4=0
Ecuacion tangente y=ax+b =>
(2,0) y a insertado 0=0-2+0b &
b=20 =>
Tangente en (2,0) y=0 igual al eje x
Pendienteen (0,4) f'(x)=2x—4 =>
£/(0) = —4
Ecuacion tangente y=ax+b =>
(0,4) y ainsertado 4=—-4-0+b &
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Tangente en (0,4) y=—4x+4

3A.011

P(1.-8)= (.tl ‘yl)
“10

154

(Figura no necesaria).
Curva (parabola) y=x%=> f(x)=2x=a
Ecuacion tangente y=alx—x)+y

La parabola y las dos tangentes tienen dos puntos en comdn. Estos
puntos tienen las coordenadas x encontradas por insercion en la

ecuacion tangente:  x2 = 2x(x — 1) + (—8) e
—x?>+2x+8=0 =
X = -2+./4-4-(-1)-8 o

2:(-1)

x==-2y x=4
tangente 1 y=a(x—x)+yn

16—(—8)
—4-1

=8

donde a=
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entonces y=8x—-1)+(-8) &

y =8x—16
tangente 2 y=a(x—x;)+y
donde a=2C8- 4
-2-1
entonces y=—4(x—-1)+(-8) e
y=-—4x—4
3A.012
X 1 H —
f()=—= y x=#—1(dominio) =>
fx)= &y _ Mox 1 pendiente tangente
dx (x+1)2 (x+1)2
Pendiente tangente horizontal = 0 =>
1
(x+1)2 0 ©

1 =0 que es falso para todo x. Entonces, no hay raices =>

Sin tangentes horizontales.

Control por croquis:

Cumplimiento.
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3A.013

y=3x?—4 => Z—Z=y’=6x
Pendiente tangente horizontal para y =6x=0 &
x=0 => y = —4 =>

Tangente horizontal en el punto  (0,-4)

El factor A en la prescripcion y = Ax? + Bx + C aqui es +3,
por lo que las ramas miran hacia arriba y, por lo tanto, (0,-4) es un
minimo.

3A.014

x-y=k e x#0 e y=+#0 Curvade hipérbola compartida.

204

r T 1
=20 -10 0 1o 20
x

=20

La curva no puede cruzar el eje x ya que y =0 no esta definido.
La curva no puede cruzar el eje y yaque X =0 no esta definido.
Entonces, los dos ejes son asintotas y no tangentes.

Esta tambien parece ser la observacion correcta.
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3A.015

¢ Tangente(s) horizontal(es)?

x-y=k e x¥0 e y#0 &
f— l: . -1 -
y=k " k-x >
y':—k.x_z
Tangente horizontal para ¥y = —k -x"2 =0 &
1
=0 @

1=0 cuales falso=>

Sin tangentes horizontales.

3A.016

¢Asintotas horizontales?

x-y=k e x#0 e y+0 &

— .1 _ .1 =

y=k x—kx >
- 1
y=—k-x?*=-k =

Hay una asintota horizontal si la pendiente va hacia cero:

y -0 => —k-x—12—>0

lo que sucede por x—>tw => y-0

Sz .. 1
como se puede ver en la funcion original y =k - -
Por lo tanto la recta y =0 es una asintota horizontal.

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 255




y=0 eselejex.

3A.017

¢ Tangente(s) vertical(es)?

x-y=k e x#0 e y#0 &

— .l _ .1 =
y=k x—kx >
y =—k-x2=—k =

Hay una tangente vertical si la pendiente se vuelve infinita, lo que
sucede para X =0 que no esta definido =>

Sin tangentes verticales.

3A.018
Asintotas verticales)?
x-y=k e x#0 e y+0 &

)’:k'i:k-x_l =>

Hay una asintota vertical si la pendiente va hacia el infinito:

y - to = —k = - o

Lo que sucede para x — 0
> 2 o o 1
como se puede ver en la funcion original y =k - -

Por lo tanto la recta x =0 es una asintota vertical.
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x=0 eselejey.

3A.019
1
f(x) = (x*—=3x+3)3 x€R (xpertenece atodos los nimeros reales) =>
2 —_—
f'(x)=1(x2—3x+3)_§-(2x—3)= 25
3 %(x2—3x+3)§
Tangentes horizontales para f'(x)=0 =>
2x—3=0 &
x =15
1
X insertado en f f(x)=(1.52-3-15+3)s
f(x) = 0.909
Si, hay una tangente horizontal en (1.5 ; 0.909)
7 Lectu;a: Tangente
horizontal aprox. En
] el punto(1.5; 0.9)
Cumplimiento del
-+ céculo
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3A.020

Usando la técnica: “exterior” - “interior”:

f)=M@x—-2)° = [f(x)=34x-2)"4

g =@2x—-2)* = g =;2x-2)"%2

h(x) = (x3+x%)"% => h'(x)= %(x3 + x2)™% - (3x?% + 2x)
i(x) =(e*=3x)> => i'(x)=5(*-3x)* (e*—-23)
j)=GB*+2)3 = j(x)=-3(5*+2)"* (5" In5)

y la regla del producto

k(x) = xe* = k'(x)=1-e*+xe*
3A.021

f@x) = e = f@) =3
g(x) =3* => g'(x)=3%-In3
h(x) = e3¥*2 => h'(x) =e3*t2.3
i(x) = —7e?* => i'(x) = —7e%*.2

](X) = ln(4x3 + xz) => ],(X) — 1

-(12x%2 4+ 2x) &

4x3+x2
., x(12x+2)
= &
J (x) x(4x2%+x)
.r _ 12x+2
J (x) T oax2+4x
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k(x) = x%e* => k'(x) = 2xe* + x%e* <2i>

k'(x) = e*(2x + x?)

3A.022
dy , 1
=lInx => Ly ==
y dx y X
y=1=X => Y =X
1
_mx Ay X2 —Inx2X  x—lnx2x _ 1-2-nx
T x2 dx y = (x2)2 - x4 - x3
1
_x? — dy , 2% lnx—;-xz _2xlnx-x _ x(2lnx-1)
y= Inx dx y = (Inx)? T (nx)?2  (Inx)?
3A.023

fx)=4lnx—(nx)* vy x>0

Interseccion con el eje x donde y=0 =>
4lnx —(Inx)* =0
Inx(4—(Inx)3) =0
nx=0y 4—(lnx)>=0
x=1 y (Inx)3=4

1

x=1 y Inx=14s

g ¢ ¢ ¢ 8

x=1 y x=~e'? =489
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Tangente horizontal donde

Z—i’:f'(x) =0 => 4-% —4(Inx)3 &: 0 2
4 —4(lnx)3 =0 &
(Inx)* == =1 =
1
Inx=13=1 &
x=e

Lo que insertado en la funcién da:
f(x) = 4lnx —(Inx)* =>

f(e) = 4lne—(lne)®> =y o
y=4-1=3

Combinados, tenemos solo una tangente horizontal en el punto:
(e, 3)

Si insertamos valores de x en el intervalo ]0, e[ obtenemos
valores de y menores que 3. Por lo tanto, (e, 3) es un maximo.
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Cumplimiento.

3A.024

f(x) =sinx — cosx

g(x) =4cosx+2x—8
1, 1

h(x) = 3sinx —-cosx

i(x) =4tanx + 2

3A.025

y = cos 2x =>
.1 _

y = Sl?’l; =>

y = sin(x* + x) =>

1
10

f'(x) = cosx + sinx
g’ (x) =—4sinx + 2
h'(x) = %cosx + %sinx

i'(x) =4+ 4(tanx)?

d .

& =2- (— Sin ZX) interior exterior
dx

d

dx x2 x

d

é = (2x+ 1) - cos(x* + x)
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. d .
y = (sinx)* => d—i = cos x - 4(sinx)3
. d
y = sin x* => = = 4x3 . cosx*
dx
d
y = 2(tan x)? => é = (1+ (tanx)?) - 4tanx
3A.026
y=sinx-sinx => y =cosx-sinx+sinx-cosx

& y =2-cosx-sinx

y = (cos x)? = cosx - cosx
=> y ' =-—sinx-cosx+cosx-(—sinx)
& Yy =-2-sinx-cosx

. 1 , 1.
y=25mx—zcosx = vy =ZCosx+Esmx

y = 3tanx + 4 => y" = 3(1+ (tanx)?)
& y =3+ 3(tanx)?

3A.027

El camino corto:

max. = amplitud +k=15+0,5=2
min. = amplitud -k=-1,5+05=-1=>
rango = [-1; 2]
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El camino largo:

(t) = 1.5-sin(2t +3) + 0.5 => LI — 1 5. cos(2t +3) -2
dx

(2t + 3) esel angulo.

Tangente horizontal para el coeficiente diferencial = la pendiente =0
1.5-cos(2t+3):-2=0 &
cos(2t+3)=0 &

0os (cos(2t +3)) =cos™0 ©
Y s
(Zt + 3) = ; y - E
insertado en la funcion:
f(t)=15- sin§+ 0.5 => 15-14+05=2
f®) =15-sin(-2)+05 => 15-(-1)+0.5=~1

Entonces, max. en f(t) =2 y min.en f(t)=-1 y rango =[-1; 2]

L
URVAAA

-2
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Cumplimiento.

3A.028

Podemos encontrar los valores de la funcion (en el segundo eje)
antes y después del punto extremo y ver como cambian. Esta es la
manera mas facil.

También podemos calcular la segunda derivada y™” y asi ver si la
pendiente de las tangentes aumenta o disminuye. Aumentar
implicaria un minimo. Decrecer implicaria un maximo.

3A.029

Podemos encontrar los valores de la funcion (en el segundo eje)
antes y despues del punto extremo y ver como cambian. Esta es la
manera mas facil.

También podemos calcular la segunda derivada y™”
Si y”" aumenta con un signo cambiante, es un minimo | _~
Si y*" disminuye con un signo cambiante, es un maximo [\

Si y”" es positive antes y después, tenemos una pausa en rj
una funcién creciente.

Si y”" es negativo antes y después, tenemos una pausa R
function decreciente.

3A.030
y =2x? => y =4x = y =4
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y~” es positivo, lo que significa que la pendiente tangente siempre
aumenta para valores crecientes de X.

Por tanto (0,0) es un minimo.
En la figura observamos tangentes con una pendiente cada vez

mayor: al principio con una pendiente menos negativa, luego con
una pendiente cada vez mas positiva:

3A.031
y = —2x% => y = —4x => y’ = —4

y"~ es negativo, lo que significa que la pendiente tangente siempre
disminuye para valores crecientes de x.

Por tanto (0,0) es un maximo.
En la figura observamos tangentes con pendiente cada vez menor:

al principio con pendiente menos positiva, luego con pendiente
cada vez més negativa:
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3A.032
f(x)=4x+1 =>
&

g(x)=3x*—4x+1=>

&

, 4 _
Wx) =-x—-= =>
i'(x) =4x7° =>
f=derr =

X

f(x)=4xz—2+x+k
fxX)=2x>+x+k
g(x)=3xs—3—4x72+x+k
gix)=x3—-2x2+x+k
h(x) = —362—2—4(—3(‘1) +k
) = -2 +2+k
i) =4() +k
i(x)=—-x"*+k

o

j(X)= 1 + k

2

jo) =2x"+k
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()= L= % = _x*

k(x)—ﬁ—xl/z—x => k(x)—%+k
& k(x) =2x"+k

3A.033

fx)=0 => F(x)=k

gx) =1 => Gx)=x+k

h(x) =2m => H(x) =2nx + k

. _ 5 _ —14 _ _ xl/z

l(x)—ﬁ—Sx => I(x) =5+—+k

2
< I(x) =10x" + k
i(x) = 8x3 -4_ 06 _ _gXt L x X
j(x) = 8x° + 6x - = Jx)=8,+6——-6—+k

& J(x) =2x4—2x_3+§x‘5+k

k(x) = 2e* => K(x) =2e*+k
3A.034

f(x)=2x-9 => fx)=x>—9x +k
gW=x°-2 = 9G) == —Inixl +k
h'(x) = 15% => h(x) = % +k
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3A.035

(N o 2 (2) Zox -
f(x)_(E) _(1)"_1x_(1) =2 =
2
2x
F(x) = E + k
gx) = 2x+3)>=4x*+9+ 12x =>
G(x) = §x3 +9x + 6x%2 +k
h(x) = x2-4 _ (x+2)(x-2) _ 2 s
xX+2 xX+2
2
H(x) = x? —2x+k
3A.036
f(x)=2x+3 => F(x) =x*>+3x+k
(2,0) insertado => F(2)=224+3-2+k=0
& k=-10
k insertado => F(x) =x*+3x—10
3
g(x)=x2+xi2 => G(x)=x?—x‘1+k
3
(2,0) insertado => G(2) = 2? -21+k=0
1 16 3 13
@ k=34 5t %
k insertado => G(x) —x 1=
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h(x) =4x3+2x => Hx)=x*+x*>+k

(2,0) insertado => H2)=2*"+22+k=0
& k =-20
k insertado => H(x) = x*+x?-20
3A.037
f(X)=x"" y x>0 => F(x)=2x"+k y x>0
F(16) = 16 => F(16)=2-16% +k = 16
& k=28
k insertado => F(x)=2x7+8 y x>0
3A.038
f(x) =4x3+9x% +4x—1 N
F(x)=[f(x)dx=[ (4x®+9x* + 4x — 1) dx =>
F(x)=x*+3x3+2x*2—x+k
(1,8) => 1*+3-13+2-12-1+k=38
& k=3
=> F(x)=x*+3x3+2x>—x+3
3A.039
F(x) = x+ sinx - cosx =>
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f(x)=1+cosx-cosx+sinx:(—sinx) <&

f(x) =1+ (cosx)? — (sinx)? &
Y usando la relacion bésica:
f(x) = (cosx)? + (cos x)? &
f(x) = 2(cos x)? Mostrada.
3A.040
f (2x —3)3dx = t=2x—-3 = sustitucion
3 E = E = =
Jt S = — =2 >
13dt _ —
2 It 2 dx = 2
etttk =
= (2x—3)*+k, t = 2x — 3 insertado y k desplazando
[ x(4x? — D*dx = t=4x%>-1 =>
[x-t*ZL = & gx =>
8x dx
S fetde = dx =2
8 8x
SotS 4k, =
=2 (4x? = 1)5 + kg
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3A.041

[ sin2x-x dx = Parcial

(—%cos Zx) x— (—%cos Zx) 1ldx = y sustitucion
1 1

—5X-cos 2x+5fc052xdx =

—%x-cos 2x+%sin 2x + k

[ sinx-x%*dx = Parcial
(—cos x) - x* — [ (—cos x) - 2xdx =

(—cosx)-x>+2[ cosx-xdx =

(—cosx) - x?>+ 2 (sinx-x—[sinx-1dx) =  Parcial de nuevo
(—cos x) - x% +2x -sinx —2[ sinxdx =

(—cosx)-x?>+2x-sinx +2cosx + k

3A.042

Calcular las integrales especificas.
foz(3x2 —6x+2)dx = [x3—-3x%+2x]% =

(8—124+4)—(0—-0+40) = 0

2
flz(x2+1)dx = [x;+x] 1=
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(+2)-C1) = (49-G) = &

3A.043

o2y = [F-yfo = (E-25)-0-0= 2

fon sinudu = [—cosu]®™ = —cosm— (—cos0) =
1+1 =2
3A.044

5 7 341

[i@?+x%dx = [)(x2+x%)dx = [2xi+2xz]0 =

(E+E)_(0+0) o i_l_ﬁ p— 20
7 3 21 21 21
s . xz 3
J, Ginx+x)dx = [—cosx+7] 0=

2

2 2
(—cosn+%)—(—coso+0) = (1+%)—(—1) = 7T7+2

3A.045

f_ol/z(y + 1)2 dy t=y+1 => sustitucion
E =1 =>
dy
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dy = dt

.. . 1 1
Limites cambiantes tinferior = =5+ 1= >

f_ll (6_;,)2 dy t=6-—3y => sustitucion
2—; =-3 =>
dy = —%

Limites cambiantes tinferior = 6 —3(—1) =9
tsuperior =6 —3:-1=3

Entonces:

f93 tiz _Tdt B

_g 93 tiz t = _§f93 t*dt =

139 = (l)_(i) - 32 _ 1 _ 2
5 7t e 9 27 27 27 27
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3A.046

f__zl(y +1)% dy t=y+1 = sustitucion
dt a
E =1 =>
dy = dt
Limites cambiéntes tinferior = —2+1=—1
Lsuperior = —-1+1=0
Entonces:
0 .2 _
Jo t?dt =
¢31°
51 =
1 1
©-(=3) =3
3A.048
-1 2 . i
J_,+1?*dx = sinsolucién

No es posible reunir todas las piezas dx muy pequefias mediante una funcion
y. O, si consideramos un area: no es posible encontrar el &rea completa a
partir de microareas donde un lado es dx vy el otro es una funcion y. Tiene
que ser X-X 0 y-y.

3A.049
s . X wT ., X T
Jo (sin +cos2x)dx = [ sin> dx + [ cos2xdx

Ahora, calculamos las dos integrales por separado mediante

sustitucion:
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w . X X . -z
Jy sin3 dx t=7 =>  sustitucién

ﬂ = l =>

dx 2

dx = 2dt
Limites cambiantes tinferior = g =0

tsuperior -5

Entonces:

Jgsint-2dt =

Y

2[—cos]zo = 0—(—-2)=2

Y
fon cos 2x dx t =2x => sustitucion
E =2 =>
dx
dx = =dt
2
Limites cambiantes tinferior = 2-0=0
tsuperior =27
Entonces:

[T cost-=dt =
0 2

%[sint]zno =0-0=0
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Conjunta: 2+ 0 =2

3A.050
m
JE (1 + sinx) - cos x dx t =14 sinx => sustitucion
dt
—=cosx =>
dx
dt
dx =
COoSXx
Limites cambiantes tinferior = 1
Lsuperior = 2
Entonces:

2 dat
[t -cosx- =
1 cosx

[lt-de

e =23 -

N | w

3A.051

Probamos la integracion por partes (integracion parcial):
foncosx -(1+x) dx = [sinx-(1+x)]"0 —f:sinx 1 dx
= [sinx - (1+ x)]™0 — [—cos x]™0

= (0-0)-(1-1)=0
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3A.052

Probamos la integracion por partes (integracion parcial):

23 = [t — Pt L =
Jix* Inx dx = [4x lnx]1 J; Jxt—de =
4ln2-0—2[*x3dx = 4ln2- L[x%? =
491 16
4In2—-(1-=) = 4ln2-2
16 16
3A.053
flzx(x2_1)4 dx t=x%—1 => sustitucién
£=2x =>
dx
dx=ﬂ
2x
Limites cambiantes tinferior =1—1=10
tsuperior:4_1:3
Entonces:
3. 44 4t _
Jox-t =
~[ttdt =
1 513
2[5l =
1 243 243
5 () —(0) = =~
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3A.054

9ln_x _ 9 " _ .
/; 7 dx = J, mx-x7"dx = Parcial

9
[2x7 - Inx]°1 — f1 xt2x” dx =
[2x7 - Inx]°1 — 2 f19x_1/2 dx =

[2x7 - Inx]°1 — 2[2x7]°1 =

(6In9—2In1)—2(6-2) = 6In9—8 ~ 5.18

3A.055
Yo
4 3% L
[} dx = t=x" =>  sustitucién
1 x%
at 1
L —x % => aqui aislamos dt
dx 2
2dt = x~ " - dx
Limites cambiantes tinferior = 1% =1
Lsuperior = 4% =2
Entonces:
2 ot _
J; 3t-2dt =
2(?3t.dt =
1
3t 12
2[5 1 =

2(m3)-2 () = 7 ~ 0
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3A.056

JjRy+4Hdy=0 @ [y2 +4y]% =0
a’?+4a—-(0)=0 & a(a+4)=0 <
a=0 or a=—-4

[(—6y+2)dy=0 ® [-3y% +2y]% =0 <
—3a’+2a—(0)=0® a(-3a+2)=0 <

2
a=0 or a=§

3A.057

2 x21?
J? ax dx = 10 @ a[=]1=10 @

1 20

a(2 — E) =10 & a==
3A.058
flasintdtz 1 o [—cost]*1 =1 s
—cosa—(—cosl)=1 & —cosa+054=1
cosa=0.54—-1=-0.46 & a = 2.049 rad.

Entonces, si miramos una curva sinusoidal de 1 rad. a 2,049 rad.,
el area bajo esta parte de la curva es 1. Figura:
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%]
5

Area

|~.a|;| .

o1 |t=1 | | t=2.049 |

Parece correcto que el area que se muestra es 1.

3A.059

f(x)=x3—%x+1 y g(x)=2x+1

Interseccion para x3 — %x +1 = %x +1 &
x3—x = =
x(x2=1)=0 2

x=0 y x=1y x=-1

¢ Cuales son los limites de nuestras integrales de area, pero quée
curva es la curva superior, etc.? Sin embargo, simplemente
haremos el calculo y luego tomaremos el valor numérico si A
resulta negativo:

A=A1+A2 =>
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A= [2(f = 9)dx + [[(f — g)dx =>
A= f_ol(x3 — x)dx + fol(x3 — x)dx &
e

1 1 1
A_<0_(_Z))+(Z_O)_E
Ambas areas (Al y A2) resultaron positivas, por lo que no
necesitamos interferir tomando valores numéricos.

4

£
| g
3A.060
y=1-x? interseca el eje x para y =0 =>
1-x*=0 e x=—-1y x=1 =>

1
Area = f_11(1 —x¥)dx = [x —x;] 1=
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ey y=-(x)>F5x+1

Interseccion —x?’+5x+1=1 &
x(5—-x)=0 &
x=0 y x=5 (= lectura)  =>

El area se encuentra teniendo: curva superior menos curva inferior
entre los limites encontrados (0 y 5):

A= [P((=x? +5x + 1) — (1)) dx = [ ((—x* + 5x) dx =

3 295 125 125 125
Sestfo = (-2
3 2 2 3 6
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3A.062

Parébola de interseccion y linea y =6
§x2+3=6 & §x2+3=6 g
x>=9 & x =43

Entonces A puede calcularse como el area bajo la parabola de
Xx=0 a x=3 masel rectangulobajo y=6 e de x=3 a x=4

A=f03(§x2+3)dx+(1-4):

[§+3x]3o +4=(B3+9-(0)+4=16

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 283




3A.063

y =sinx

08+

04+

Area

02+

n n
32 16 32 8 32 16 32
x

A= [#sinx dx = [~ cosx]+o = —cos%— (—cos0) =

—0.707+ 1 = 0.293

Ahora encontramos una:
a . A
Jo sinx dx =7~ 0.146
[—cosx]?0 = —cos a— (—cos0) = 0.146

—cosa+1=0.146

g ¢ ¢ 8

cosa=-0.146+1
a ~ 0.547
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y=x4 & V& =X

1

1
Nosotras intercambiamos los nombres: xs+=y 0 y=x*

1

Mejores nombres: f(x) =x* y [ 1(x)=x+ para x=0

2=

0.5+

Interseccion x* = xs

adivinando raices => x=0y x=1 =>

A= & an=oxi -0 = (- -0 =

Formula  V, = [, f(x)? - dx

Aqui superior - inferior =>
V, = nf01 (x%)z dx — nf01 (xH? dx &
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I/xznfolx%dx—nfol x8 dx s
v =i o ~nf3]' .
(. =n-0)-n(i-0) .

V=2m~175

3A.065

Formula  V, = [, f(x)? - dx =>

Aqui Ve, =m[° (x* +2)% dx &
V, = nf_zl(x4+4+4x2) dx &
Vx=n[§+4x+%x3]2-1 &
on(Feor)n(-tmant)
e=r (Gt ) r(tnER)e
ve=m (S5 + %) ®
V=221~ 96.1
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3A.066

Formula V, =2m f;x - f(x) dx

y=§x => Vy=27rf24x-§x dx &
=55 @
% =5m(5-3) ®
Vy =——m ~ 384
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4 No equidistante

y =+x =x” V,=2n [ x x* dx =
51

Vy=2n[§x5]o &

% =2m(2-0) &

1
Reflejado 7

La curva esbozada a mano y reflejada no esta definida mateméaticamente, por
lo que es solo un boceto de trabajo para indicar el volumen.
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3A.067

y=x:z =>
3

v, = an x-x2 dx = 2n[2x"]* =2n(4—-2-2%) ~
2341 = 7.36

3A.068
fx)=2x*y g(x)=2x =>
Interseccion para 2x2=2x & 2x2-2x=0 ®

x2—x=0® x(x—-1)=0 ©

x=0 y x=1

14

Vy=27rf1x-2xdx—27rf1x-2x2 dx s
V—27t[ ]o—2n[ ] &
G =n(3-0) (i) - -
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3A.069
fx)=x*+2 vy gx)=x+4

Interseccion para x2+2=x4+4 © x*2—-x-2=0
1+,/1-4-1-(-2) 1+3
X = =X = —
2-1 2

x=—1y x=2

Area solo en el primer cuadrante => limites: x =0 y x =2

Vy=27tf02x-(x+4) dx—2ﬂf02x-(x2+2) dx &
2 2
Vy=27r[x?3+2x2]o—2n[§+x2]o &

8 16
Vy=27r(§+8)—27t(4+4)=?n
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3A.070

Guldin 1: Area de superficie = ancho - 2 rr =>
A=(x1—xy) 2m-7r =>
A= (40—20) 21 -50 =N
A =2000m = 6283

Area de la seccion transversal = ancho - espesor = 20 - 3 = 60
Guldin2: V=A-2n-r =>
V=60-2m-50 &
V' =6000m =~ 18 850

3A.071

Guldin2: V=A-2m-r =>
V= (r-8%-(2m-80) <
V =102407r?% ~ 101 065

3A.072

Formula = ['(1+f (x))*%dx dénde f'(x)=y =x*

Aqui L= {1+ @¥)H%dx = sustitucion
A+x%dx = t=14+x =>
[Jthdt = =1 &
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E t%]ba = dx = dt

[§(1+x)§]zo = (%(1+2)§—§) ~28 =>

[~ 2.8
3A.073
Formula [ = ff(l + £ (x)?)” dx donde
y=x* = y = 2x =>

L= [7(1+(22)%)" dx ~ 4.65

Para la mayoria de los CAS, simplemente escriba la integral y
"Entrar”. Quizas tengas que escribir "simplificar" o algo similar
para obtener un nimero decimal.

3A.074
Formula [ = [(1+ f'(x)2)* dx dénde
y =sinx => y = cosx =>

L= [7(1+ (cos x)2)* dx ~ 2.35

Para la mayoria de los CAS, simplemente escriba la integral y
"Entrar”. Quizas tengas que escribir "simplificar" o algo similar
para obtener un nimero decimal.
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3A.075

da
Y_9
dx

=>
Theorema 1
Aqui

dy _ _1

—_—— :>
dx 8y

Theorema 1

Aqui

3A.076

d
dx

Theorema 3

Aqui

Punto (2,3) insertado

y+ay=0 =>

y +ay = h(x)

y=e‘ax-fh(x)-eax-dx+c-e‘ax

y=c-e ¥
y=c-e*
y=c-e
y:c-e_gx

=>

y +0 = x? =>
y=1-[x*-1-dx+c-e° =
x3
y—?+c
3
3=24¢ & =1 =>
3 3

x3 1
=373
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dy _ .
ax VT A y-y=
Theorema 2 y+ay=b => y:§+c,e—ax
Aqui y—y=2 => y=—-2+c-e*
Porque a=-1y b=2

Punto (10, —2) insertado

0

—2=-24c-e® © c=—4=0 = y=-2
3A.078
dy _ . —
= —3y=-2 & y =3y =-2
Theorema 2 y' +ay=»> = y = g +c-eax
Aqui y —3y=-2 => y=§+c-e3x
Porque a=-3 y b=-2
Punto (In 4,—2) insertado
4 4

_E=E+C.83'ln4 & Cc = 3 =z=—_4:—_1 =>

3 3 e3nt 64 192 48

_2_ 1 3x

Yy=3"1. €

3A.079

dy .y _ P Y
E+Z_6_O & y+4 6=0
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Theorema 2 vy +ay=»>b => y = g +c.e X

Aql.“, y,+%=6 => y=24+c.e_2x
Porque a:% y b=6 => %:g:zzl.
2
Punto (In 2, In 3) insertado
1 — —

In3=24+c-e 7™ & = ln31 22225 272 =>

e_Z'an 0.84

_L
y~24—272-e 4"
3A.080
dy |y _ Py
™ + T 6=0 o y + ? =
Theorema 2 y' +ay=»> = y = S +c-eax
p y 1
Agui y+7=06 = y=24+c-e 7
Porque a=% y b=6 => 322:24
i
Punto (In 16, Ine)=(In 16, 1) insertado
1 e

1=24+c-e 76 o =5 - 46 =

—Z~ln16

1
y=24—46-¢ ¢
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3A.081

dy
E—Zy &

dx <&

cylody=dx ©

N |-

%fy‘l-dy=fdx o %lny+c1=x+c2 s

%lny=x+c

y = er . eZc
3A.082
ay _ 2
dx y A

_y_1+C1=x+C2

Iny=2x+2c ® e"V=¢e2*2c &

o y=e¥ -k

f’—i’:dx & [y?Z.dy=[dx &

& §=—x+c & y:—L

xX+cC

Existe una constante formada por ambas integraciones, que se combinan para

C.

Control por insercion en la ecuacion diferencial original:

Lado izquierdo

Lado derecho

d_y — (_ L) ’ =>
dx x+c B
dy _0-(1-(-1) _ 1
dx  (x+0)2  (x+0)?

2 __ 1N __1
yo= ( x+c) T (x+0)?

Entonces, el lado izquierdo es igual al lado derecho => verdadero.

CAS arroja el mismo resultado. Cumplimiento.
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3A.083
y =-2y+2e*

Theorema 3

Aqui

Donde la integral
Insertado
Indeterminada

Punto (0,0) insertado

Especifica
3A.084
y =xy+x

Theorema 4

Aqui

y +ay = h(x) =>
y=e . [h(x) - e¥ -dx+c e
y + 2y =2e* =>

y=e2*.[2e*-e?* .dx+c-e ¥

[ 2e*-e?* . dx =2 e3*dx =§e3x =>
y=e‘2x°§e3x+c°e‘2x &
2x

2 —
y=ze +c-e

2
O=560+c-e‘2'0 &

0=§+C'1 &
2
cC = —-— =>
3
y:_ex e—2x
& Yy —xy=x
y +9@)-y=hx) =>

y = e_G(x) . f h(x) . eG(x) . dx +c- e_G(x)

y —xy=x =>
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Donde gx)=—x => G(x) = —%xz =

2x2 _1.2 1.2
y=e2 -Jx-e 2 -dx+c-e2
Donde la the integral:
_1.2
x-e 2 dx = sustitucion
2
—[x-etE = t=-2 =
x 2
—[ etdt = Lo x &
dx
¢ _L2 dt
—et=—e 2 dx = ——
dx
. 12 _L2 1.2
Insertado/conjunta y =e2” - (—e 2" )+ - ez &
1.2
y=—14+c-ez (indeterminada)
3A.085
y =xy g y' —xy=0

Puede resolverse separando las variables (Teorema 0), pero aqui utilizamos el
Teorema 4:

Theorema 4 y + g(x) -y = h(x) =

y=e ™. [h(x) e®@ . .dx+c-e ™

Aqui y —xy=0 —>
Dénde gx)=—x => Gx) = —%xz

y h(x)=0 =>
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Insertado/conjunta

(indeterminada)

1.2

y=0+c-ez"
1
y:c-eExZ

Por tanto, el teorema 4 también se aplica en casos mas simples y, por tanto,

se utiliza ampliamente.

3A.086

v _ _

= = ay(m - y)
Aqui m = 200

(0,20) insertado

c insertado

t para y =50

200
149.¢70.2t

96—0.2t =3

50 =

-0.2t —

Ine In 1

w

t = 5,5 anos

m
= Y = Tice-amt

a=0.001 y=20 for t=0 afios

m

20 = o At
1+c=22 &
20
c=9 =>
200
Y= 1+9-e~02t
= 1+9e70% =22
50
02t —1
3
& —0.2t ~ —1.019
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t para y =100

200
1+9-e702t

96—0.2t =1

100 =

—02t — | 1
9

Ine

t = 11 anos

t for y =199

200
1+9-e~0:2t

199 =

9¢02t = —1 + 22
199

&

&

Ine %%t = [n0.0056 <

t =~ 37 anos

2004

100

200
© 149.e-02¢
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Cumplimiento para célculo y lectura.

1+9e70% ===
100
02t —1
9
—-0.2t = —2.197
1+ 9e¢-02t = 200
199
e 92t = 0.0056
—0.2t = —7.49

300




3A.087

y=—-2x—2+ce*

resuelto:

y =y+2x

on:

ta con la ecuaci

Inea rec

s

y=—-2x—2+0-e*

4

on Sera una

0 la curva soluci6

Para c

-7

equacion:

y=-—2x—2

que se muestra en el diagrama:

3A.088

2x+ 0 = 2x

0z
ox

z=x%+y3

0 + 3y? = 3y?

0z
oy

z=x%+y3

se muestra en tres figuras.

Debajo de la funcion z = x2 + y3

La Figura 1 muestra una descripcion general.

En la figura 2 la curva 3D esta girada, de modo que podemos ver
el eje x yeleje z (hacia arriba). (Lay pequefia que se muestra es para

301
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decirnos que la direccién y “sale del papel”). La cuadricula nos facilita
ver la pendiente de la curva. Aungue el sistema de coordenadas

3D no es equidistante, se ve que la pendiente tangente cumple con

0z
— = 2x
dx

En la figura 3 la curva 3D esta girada, de modo que podemos ver
el eje y y el eje z (hacia arriba). (La pequefia x que se muestra nos
indica que la direccién x “sale del papel”). La cuadricula nos facilita ver
la pendiente de la curva. Aunque el sistema de coordenadas 3D no

es equidistante, se considera que la pendiente tangente cumple con
iz
dy

= 3y2
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= = 2 — 0 = 2

ax—4x +0—-0=4x y
oz _ _lyo 1 Lyon

6y_0+1 y 1 Sy

%2 — g4x2 =0 & X2=0 &
ox

x =0 ytodos los valores de y >0

Entonces, en el plano x-z la curva tiene un punto estacionario
para X =0 en todos los valores de y > 0. También vemos eso en
una figura:

Vemos una linea en: x = 0 y todos los valores de y > 0
Cumplimiento
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(Por cierto, esta linea desciende un poco hacia +y, lo que se puede ver si
aumentamos los valores de y del diagrama:

Como una silla inclinada hacia la derecha.

También podemos verlo desde la pendiente calculada en el plano (z,y):

Like a chair declining to the right.

We can also see it from the calculated slope in the (z,y) plane:

z—i =1- %y‘% donde la pendiente esta influenciada por y / es una
funcién de y.

3A.090

X—y= E & zZ = % =>

Z_JZ/ = 0'("_(3;)__;'2(0_1) = (x_xy)z la formula del cociente
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3A.091

z =cos(xy) => Z_;Zc = —sin(xy) -y exterior/interior
3A.092

z = 2x% + 3y? =>

0z 0z

£—4x+0—4x y 5—O+6y—6y

z = 2x?% + 3y? => z=2-1243.52=77 =>

(x,y,z) = (1,5,77)

La gradiente en (1,5,77) = (2;) = (gs) = (50)

y lgrad.| = (4% + 30%)” = 106” ~ 10.3
3A.093

Z =sinx —cosy =>

0z 0z . .
a—cosx—O—cosx y 5—0—(—smy)—smy
Z =Sinx —cosy => Z=SiTl§—COS% 1%
_1_Y2 - _(Tm_)2
z=1 2««0.293 => (x,y,z)—(2,4,1 2)
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La gradiente es (Cosx)

T
cosE _ 0
( - n) - (E)
Slnz 2

siny
2
y grad.| = (0> + (£) )% =2 ~ 0.707
3A.094
Visualizacion de la funcion f(x,y) =z =x3— 5y?

Curva de nivel de la funcion ~ f(x,y) = z = x3 — 5y?
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209 -~
/ » o104

3A.095

0z 0%z
fl,y)=z=x*>+y%2 => —=2x => ==
La segunda derivada es positiva, lo que significa que la pendiente
tangente aumenta constantemente para valores de x mayores.
0z 0%z
f,y)=z=x*+y*> => - T 5=
La segunda derivada es positiva, lo que significa que la pendiente
tangente aumenta constantemente para valores de y mayores.

Combinadas tenemos tangentes con pendiente creciente, es decir
(0,0,0) es un minimo.

f(x,y) =z=x?+y? desplegado:
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3A.096

2
= = — 2 _ 42 => % = — => E =
foy)=z=—-x"—-y o = X Ix2

La segunda derivada es negativa, lo que significa que la pendiente
tangente es cada vez menor para valores de x mayores.

—y— 24 2 = oz _ _ 0%z _
f(X,y)—Z— X“+ =y => ay 2y => 377 =

La segunda derivada es negativa, lo que significa que la pendiente
tangente es cada vez menor para valores de y mayores.

Combinadas tenemos tangentes con pendiente decreciente, es
decir (0,0,0) es un maximo.

f(x,y) =z=—x*—vy?% desplegado:
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Parte 3.

Seccion B — soluciones propuestas

3B.001

Perimetro = 3x + 2y (el triangulo es equilatero)
. 1 .
Area = Arecténgulo + Atriéngulo =Xxy + Ex -xsin60° &

A=~ xy+ 0433 x?2

X € Yy se encuentran a partir de las dos ecuaciones que acabamos de
encontrar:

10=3x+2y ® 2y=10-3x & y=5-3ix
Insertadaen A  => A=x(5—§x)+0.433x2 &

A =5x — 1.5x% 4 0.433x? &
A=—-1.067x% 4 5x

da

A tiene maximo para — =0 =>
—2.134x+5=0 &
x = 2.34 metros =>

y=5-— %2.34 ~ 1.49 metros
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3B.002

X
21—
2

Perimetro = x + +2y=x+%x+2y=10 &

2

T
10—x—7x X T
y=——"=*=5->-——x
2 2 4

2
, 1 [x
Area = Arecténgulo + Amedio circoto = Xy + ETE(E)

2
yinsertadaen A => A =x(5 -2 —Zx) + =x(% =
2 4 2 \2
2
A=5x—"—— x4 Zy? &
2 4 8

A~ 5x —0.5x% — 0.785x2 + 0.393x2% &
A ~ 5x — 0.892x2

da

A tiene maximo para — =0 =>
5—-2-0.892x=0 s
X ~ —— ~ 2.8 metros =>
1.78
2.8 T

y=5 —?—:2.8 ~ 1.4 metros

Controlar:  Perimetro = 2.8 + %2.8 +2-14 =10 lo cual esta bien

3B.003
E =9000+50x + x> for1l<x<400

Los costos fijos son 9000

Los costos variables son 50x + x?
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E 9000+50x+x2 ,
;:f dénde 1 < x <400

1000

= |

800 1

600

o /

2001

3B.004

E 9000+50x+x2 )
?=f dénde 1 < x <400

El gasto minimo por articulo es para

2o

(50+2x)x—1(9000+50x+x%)
x2 o

50x + 2x% — 9000 — 50x —x%2 =0
x%2 =9000
x ~ 95

0
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E 9000+50-400+400% )
— = ~ 473 libras

X 400
3B.005
400+40
Tmedia = =220

400—-40 — 1800

numero de vueltas =

circunferencia = 2m " I'yeqia ©1382

longitud ~ 1382 - 1800 =~ 2.488 - 10°mm ~ 2488 metros

R El radio variable dera R se llamax =>
circunferencia de una vuelta/capa = 2m - x

dx

, . d
NuUmero de vueltas en el anillo mostrado = 0—’;

Longitud de la cinta de pelicula en el anillo que se muestra:

dL =2m-x- & =>
0.2
. . R dx
Duracion total de la peliculaderaR: [ dL = I 2m-x- =
R
L =2 xdx <:> L=1omfs2?| v @
0.2vr 2

L=10m G(R2—r%) & L =5mu(4002—40%) &

L =~ 2.488-10°mm =~ 2488 metros

Cumplimiento.
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3B.006

T

Ao-anitto =7 d* =§ 5.82 ~ 26.42 mm
Volumen de o-anillo, Guldin 2:

Vo—anitto = Ao-anilio * 2MR = 26.42 - 21 - 60
&

Vo anitie = 9960 mm?3 cual es 98% =>

Veanura = 5o+ 9960 = 10163 cual es 100%

Volume de ranura, Guldin 2:

Vianura = Aranura - 2TR &
10163 =(6-h) - 2m- 60 =

= Sanet ®
h = 449 mm
3B.007
V =largo - ancho - alto =1-w-h =>
V = (450 — 2x) - (300 — 2x) - x &
V = (135000 — 900x — 600x + 4x?)x =
V =135 000x — 1500x? + 4x3 =>

V' = 135000 — 3000x + 12x2

V tiene maxima para V'=0 =>
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12x% —3000x + 135000 = 0 &

_3000+v3000%2-4-12-135000 _ 300041587
- 2:12 T 212

x =589 mm (and 191)

3B.008

Como el volumen se da en litros = dm?® (decimetro cubico), todas las
longitudes estaran en dm y todas las areas estaran en dm?

Dos ecuaciones con dos incognitas:

V=A-h=Z.d>. h=2 & h=— insertada en:
4 d
A = Aitinaro +Afondoytapa = ndh + 2 '%dz =>
g 2y T2 _ 8T 2 _
A_T[dnd2+2d _d+2d >

__8 ™
A=-=+72d

A tiene minimo para A'=0 =>

Z4tnd=0 ©® 8-md3=0 & d*=1 @&
—d T

1
8\3 8
d = (;)3 ~1.37dm (CAS) => h=

T 71372

~ 1.37 dm

YelArea A=32+4Z42=_"% 171372 ~884dm?
d 2 1.37 2

3B.009

Funcion parabola y=ax?*+bx+c
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Agquipara x =0 => y=c=5
y para y=0 =>0=a-22+b-2+5 ec.1
asicomo para y=0 => 0=a-(-2)2+b-(-2)+5 ec2

Las dos ultimas ecuaciones dan:
a-2°4+b-2+5=a-(-2)>+b-(-2)+5 <
4a+2b+5=4a—-2b+5 &

b=0 enecl: 0=a-2°40:-24+45 & a=_75

Entonces, centro de pardbola y = —1.25x%2 + 5

6

r u T T ¥ 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Volumen férmula V, =2m ffx - f(x) dx

Aqui V, =2m [ x(~1.25x% + 5) dx  ®
V, =2m [ (-125x* + 5x) dx ®

_1.25x*  5x21%
W= 2”[ 4 2 @
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—-1.25-16 5-4
b =2 (=22 +22) = 10n
y Viole =1r2-h=m-0.62-2.5 ~ 2.83

entonces V,,, = 10m — 2.83 ~ 28.6 dm?

Masa = volumen - densidad = 0.0286 m3 - 8800 % ~ 252 kg

3B.010

M_k-M &

dt

M _ k. dt = [1dM =k[dt &

M M

InIMl =kt+c => M = ekt*e solucién general

(Para comparar con la notacién habitual, por ejemplo en el libro de texto, esta
expresion se puede convertir:

M=ekt+c o M=ekt-ec o Mzc-ekt

Donde €° es una constante desconocida, todavia Ilamada c por simplicidad, y
k puede escribirse con un signo menos. Mientras k sea desconocido, se
conocerd el signo + 0 — cuando se conozca la constante).

Para t=0y M=90 90 =e¢ & =190 =4.5

Para t=60 y M =20:
20 = gk60+45 & In20=60k+45 <&

345 = 60k & k=%(‘)5—0.025 PEN
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M ~ ¢~0025t+4:5 nuestra solucion especifica

3B.011

Xk M2
dt

am
M2z

=k-dt & [M~2dM =k dt o

—M =kt +¢ & — = —kt +c &

M = solucion general
—kt+c

Para t=0y M=90 90=% & c=—

Para t=40 y M = 20:

20= —+ & 800k +%=1 PN
—k-40 + 9

k ~—0.001 =>

1
~ 0.001t + 0.0111

nuestra solucién especifica

3B.012

W kM3

dt

M _ k- dt & [ M=3dM =k dt S
M3

M e+ o & MT o _kt+c &
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1 \”% .
M = ( ) solucién general
—2kt+c

_ _ (1% 1
Para t=0y M=90 90—(2) & ¢ =0
Para t=20 y M = 20:
%

1 1
20=|——5 & 400 = ———— &
—-2k-20 +m —40k +m

k =~ —0.0000282
1 Y
M = ( ) nuestra solucién especifica
—0.0011¢ + 0.0001235
3B.013
‘;—AZ = —km tiene la solucién M=c-e*
donde  M@)=1 y M(5730) =§
Hallazgoc 1=c-e ¥ & =1
Hallazgo k % =1.e *>730 N
In> = —k - 5730 &
Inl1—-1In2=-5730k &
0—In2=-5730k o
k=22 % 0.00012
5730

Entonces M = e¢~0.00012¢
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Ahora 0.76 = e~0:00012t =
In0.76 = —0.00012¢t &
t =~ 2287

El Hombre de Grauballe muridé hace 2287 afios.

3B.014
& =017 -h & arh _ 017 - dt &
dt h

[} ~dh=017[dt @ nhl%s =017t &
2 & t = 6.46 dias

3B.015

ft)=03-t-e 11t

0.104

mg
liter

0084
0.06
0.04+4

0024

T T . T T 1
0 1 2 3 4
t Horas
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Lectura: Concentracién maxima de aproximadamente 0,10
mg/litro después de aproximadamente 0,9 horas.

Calculo:

ft)=03-t-e 11t

f(t)=031-e 1t +¢.e 1. (-1.1))

Méx. para 0.3(1-e 1 4+¢-e 1. (-1.1))=0

Il
Vv

e—l.lt —11¢t- e—l.lt =0
e_l'lt(l —1.1t) =0
e Mt =00 1-11t)=0

g ¢ ¢ ¢

1
V

sin solucion o t ~ 0.909

Insertado  f(t) = 0.3 -0.909 - ¢~ 1:1:0-909
f@®) =01

Compliance.

g

3B.016

Av 3101-0 m
Apromedio = A_t ~ 12-0 221.5 5_2

Apromedio __ 221.5
g 9.81

~ 22.6 veces mas grande que g 0 aprox. 23 ¢

No, los astronautas toman mucho menos. Sélo equipo.

3B.017

‘C’l_"; = 0.000369 - M(15.5 — M)
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Una ecuacion diferencial logistica con la formula de solucién:

_ m
Y= 1+ce—amx

i 15.5
Aqui M = 1+ce—0.000369-155x =
x=400 y M=13.1 =
15.5

13.1 = 1+ce—0.000369-15.5400 @

13.1(1 + ce™%?°) = 15.5 Aag

13.1 +13.1-ce 222 = 15.5 &

15.5—-13.1
= =1.805 =
15.5

 1+1.805-¢~0.00572x

Beneficio = ventas — costos => Beneficio =M - 100 — 0.28 -

(M se inserta en la funcion Beneficio antes de la visualizacion, ya sea
mediante CAS (como aqui) o, mas aproximadamente, mediante el calculo
normal de coordenadas).

15007

Reneficin en lihras |

1000+

5004

Cantidad de fertilizante en kg

0 T T T T 1
o 1000 2000 3000 4000 5000
x
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La ganancia es maxima de aproximadamente 1300 libras cuando
se utilizan aproximadamente 700 kg de fertilizante.

3B.018

dL
= = k(100 - L)

La longitud méxima es 100 cm

% = k(100—1)  © % = 100k — kL &
L =100+ ce k¢

Encontrando c: L=04 y t=0 insertado:
0.4 = 100 + ce™*? &
04=100+c &
c=-99.6 =>
L =100+ (—99.6)ekt

Encontrando k: L=11 y t=1 insertado:
11 =100—99.6 - e *1 &
—89 =—-99.6-¢7F &
e =0.89 &
—k =1[n0.89 =-0.1125 =>
L =100—99.6 011251

L =40 => 40 = 100 — 99.6 - e~ 01125 &
—60 = —99.6 - ¢ 011251 &
0.6024 = ¢~ 011251 &
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In0.6024 = —-0.1125-¢ &

t = 4.5 years

L =60 => 60 = 100 — 99.6 - ¢ 01125t &
0.4016 = ¢~ 01125 &
t =~ 8.1 anos

Por lo tanto el intervalo de edad es [4.4 ; 8.1] afos.
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Parte 4.
Seccion A — soluciones propuestas

4A.001
a=() b=() = -—a=() -b=(3)

207

157 b+a

0 4=

a+b=()+()=() bta=()+()=0)

a-b=()-(O=()  b-a=()-0=()

4A.002
a=2i+3j = lal=(2%+3%)"%=13%=413
b=4i+j =>  lal= (4% +1%)"% =17%=+/17

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 325




4A.003

207
4=|;4
10 a
/
."J/

T T — 5 r |
-20 o 10 20
AT T

-3b
10
_20_

a=() =>

b=() =>

da = (:;) = (182)

-3b= (1) = ()

4A.004
201
2a-b 7
« 2a
V,,
-20 -10 )il b
Vi
/
;/
P
—204
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4A.005

H /
angle v

-1 o 1 3 3

~14

a-b=2)-(})=2-4+3-1=11

7 1 .b
El angulo se calcula a partirde  cosv = |;.|b| =

11
(22+32)1/2 . (42+12)1/2

Aqui, usando a Pitagoras para las longitudes COS UV =

- 11
v =cosTt— ~ 42.3°
221%

1+ /
angle v
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det(a,b) = (37) =2—-12=-10

El angulo se calcula a partirde  sinv =% =>
AQUui, usando a Pitagoras para las longitudes Sin v =131/:+1(1)71/2 &
v = sin‘l 2_211(1)/2 ~ 42.3°
4A.007
_ (2 _ (4
Nosotros tenemos dos vectores  a = (3) b=}
D Formula  Aygrateiogramo = Idet(a, b))
Aqui det(a, b)I = I(2 7)1 = 10
Entonces Aparatetogramo = 10
y Atriangulo =5
4A.008
_ (4 _ (4
Nosotros tenemos dos vectores  a = () b=}
b Férmula b, = 22. =>
a2 B
, _ @@ a
Aqui b, =% ) o

b, = i_z (&) = Ges
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la-bl

Y la formula de longitud bl = —= =>
Aqui byl = — ~ 3.05
4A.009

Formula (5) = (o) +¢(72)
Aui (3)=()+e(d)

La pendiente es )
T2 1

El eje y se corta por x=0 =>
44+t=0 &
t = —4 =>
y=7-4-2=-1 =>

punto de interseccion (0,-1)

4A.010

) =) +3)
Formas traditionales:

pendiente =

RN

=2=aqa => y=2(x—4)+7

¢

y=2x—8+7 &
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y=2x-—1
Formas vectoriales:
r=() = n=(7) ypunto (Xoyo)=(47) =>
—2x-4)+1y-7)=0 y —-2x+y+1=0

4A.011

a= (—_152) = u= (_—152) — (_—152) &

((—12)2+(-5)2)" 13
-12
13
Y el vector transversal que es u girado 90° en la direccién + :

s

— 13
Ucrusado = | -12
13

4A.012
A(-2,0) B(6,4) C(2,-3)

Lo comprobaremos con Pitagoras, por lo que necesitamos las
longitudes de los lados, que son las longitudes de los vectores AB
AC BC

AB=(")=() => 14BI>=82+42 =80

ac=(Z52)=(4) => 1ACP =42+ (-3)> =25

BC=(2°,)=(3) => IBCR=(-4)?+(-7)* =55

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 330




Pitagoras: |ABI? = |ACI?> + |BC|? =>
80 =25+ 55 lo qual es cierto =>

El triangulo tiene un angulo recto.

4A.013
A(31) B(l-1) y C(-1-2) =
AB= (7)) AC=(T;) BA=(;) BC=(7))
cA=(;) CB=(}

, b
Formula cosv = ——

lal-1b|
Aqui cosA = |:;:;:L;| => cos A =ﬁ
A= cos‘lﬁ ~ 8.13°

B = cos‘l_—651/z ~ 161.57°

8% .

CA-CB 11
=> cosC =———
ICAl-ICBI 25% . 5%

y cosC =
- 11
C = cos 1ﬁ ~ 10.30°
25" .5%

Control  8.13 4+ 161.57 + 10.30 = 180° Ok.
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4A.014
7
AB = (—5)
Formula b, = :TZ'
. ‘AB
Aql.“ aAB=|‘;?‘AB ()(5) (5)
— 3.03
App = 74_ ( 5) —-2.16
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4A.015
(1010) y —2x+y+1=0

Formula d = %
Aqui d= '(—(2'21;111-21)?/:“ _ 51/ . .00
4A.016
(128 ¥ (5)=(CD+:0) &
Linea en forma tradicional y = %(x — (_4)) _4 &
3x—-2y+4=0 —S
Distancia — %
d = 2T = 2~
4A.017
OP = 5i +5j

Length (52 + 52)* = 50%

Angulo tan@zg => 9:4502%

Longitud P(SO%,%) 0 P(\/S_OE)
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4A.018
0Q = —5i—5j
Longitud ((=5)2 + (=5)%)* = 50"

Angulo  tan 6 = - => 0 =45° = % angulo en el tercer cuadrante

Anguloentre +x y OQ es m+7 =

6

Q(-5.-5)

—g-

Entonces P(50%,>%) o P(\/@,%ﬂ)

4

31

O en la direccion negativa P(50%, — =)
4

4A.019

=) = (i)
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En el punto doble tenemos x; = x, => t;2 =t,?
e Vi=y, = tP-ti=t°-t

Dos ecuaciones con dos incognitas. Al adivinar aparentemente
tenemos las raices

t=0o0ot=1 o0 t=-1

Pero cocmo t; y t; son diferentes, s6lo t; = —t, es verdadero.
Por lo tanto t = 0 no es raiz.

Entonces, ahora que se encontr6 t, podriamos continuar encontrando (X,y)
desde aqui, pero verifiquemos usando también la otra ecuacion:

Insertamos t; = —t, en

t’ =t =t° —t, =>
(—t)° = (=t) = t;° — t, Aad
t, +t, = 2t,° &
t, = t,3 =>

t,=(0)0 -1 01 => t;=10 -1
Entonces, t, =41 y ¢t;==1
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t=—1 => x=(-1)2?=1 e y=(-12-(-1)=0
t=1 => x=1%=1 e y=13-1=0
Por tanto, un doble punto: (1,0)

Tangente(s) horizontal(es) para:

%:0 => 3t2_1=0 © t2=§ & t~+0577 =>

Tangentes horizontales en puntos:
(x1,y;) = (0.577%; 0.5773 — 0.577) ~ (0.333; —0.385)

(x4, y,) = ((=0.577)%; (=0.577)% — (=0.577)) ~
(0.333; 0.385)

Tangentes verticales para: % =0 => 2t=0 & t=0 =

Tangente vertical en punto: (xy)=(0%;03-0)=(0; 0

4A.020

0-()=(7)
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L

Doble punto para X, =%, => t;°—t;=t3—t,

e Vi=Y, == L1 =10

Combinados tenemos t; = t, que no son dos parametros
diferentes, por lo tanto: No hay puntos dobles.

Tangente(s) horizontal(es) para:

% =0 => 1=0 locualesfalso, por lo tanto: No hay

tangentes horizontales.

Tangentes verticales para:

Z=0 => 3t2-1=0 ® t’=: @ t~+0577 =
Tangente vertical en puntos:
t =0.707 => (x4,y1) =~ (—0.385; 0.577)

t =—0.707 => (xy,y,) ~ (0.385; —0.577)
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En las siguientes soluciones para problemas de geometria 3D seria
bueno mostrar diagramas. Sin embargo, no es tan facil prescindir

de un programa de disefio asistido por ordenador, lo que queda
fuera del alcance de este libro. Por lo tanto, las soluciones se
presentan sin diagramas/figuras. Sin embargo, los bocetos de

principios hechos a mano pueden resultar de ayuda.

4A.021

aq b,
a= <a2> b = <b2> =>
as b3

a1+b1 a1—b1
a+b= <a2+b2) a—b= <az—b2>

a’3+b3 a3—b3
t-a, ,
t-a=|(t-a; lal = (a12 + a2 + az?)”
t’ag

4A.022

() ()

lal = (2% 4 3% + 4%)% = 29%
bl = (12 + 42 + (—2)2)* = 21"

2+1 3
a+b = <3+4> = (7)
4-2 2
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la + bl = (3%2 + 72 + 22)% = 627

2—-1 1
a-v=(3-4) (=1}
4+2 6

la — bl = (12 + (=1)% + 62)” = 38"

2-1 =2 0
2b—a=< 2-4 _3>=<5>
2-(-2)-4 —8

12b — al = (0% + 52 + (—8)2)* = 89

4A.023

() (2) -

a b=4(-10)+(—6)-2+2:26=0 => si

4A.024
6

(4) y OP =6i + 4j — 3k
-3

4A.025
6 —6

( 4 ) con coordenadas opuestas <—4>

6 —6 0
Comprobamos por: ( 4 ) + <_4> = <0>
-3 3 0
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t 1
a-b=<t>-<2)=0 = t+2t—-3=0 & t=1
1 -3

t t
a-b=<—2)-<—1>=0 = t24243t=0 &

3 t
= —34+/9-4-1-2
o 21
o —34+1
2
t=-1 o —2

4A.029
a=9i+6j+3k

4A.030

—3-2 _5
(3G
4—(-1) 5
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IPQI = ((—=5)% + 2% + 3%2)% = 547

3 -2 1

PR:( —2—4 >=<—6> =>
-3-(-1 ~2

IPRI = (17 + (=6)* + (=2)*)* = 41"
3-(-3) 6

QR=<_2_6>:<—8> =>
-3—4 —7

IQRI = (62 + (—8)% + (—7))* = 149"

POPR _ 2200+ 057 => P~125°

cos P = =
IPQI-IPRI 54%2.41%

_ QRQP _ 30+16+35 _ _ .
cos Q = QRIIQP! — 149%54% = 0.90 => Q=254

RP-RQ _ 6+48+14

cos R = =
IRPI-IRQI  41%-.149%

~ (.87 => R =295°

4A.031

P(3,4,-1) Q(-2,6,4) R(4,-2 -3)

IPQI = (-2 —3)2 + (6 — 4)? + (4 — (—1))?)*% = 54%
IPRI = (4 —3)*+ (=2 —4)* + (-3 = (-1))»)* = 41"
IQRI = ((4 — (—=2))? + (=2 — 6)% + (=3 — 4))* = 149"

Punto medio de PQ: (3_2,4+6,_1+4) - (l, 5,3)

2 2 2 2 2

Punto medio de PR: (3:4,4_2,_3_1) = (Z, 1, —2)

2 2 2
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Punto medio de QR: (_2+4 o2 4_3) = (1, 2,1)

2 227 2 2

4A.032
P(2,-1,4) v Q(-3,4,7) =>
2—(-3) 5
r=PQ = ( -1-—-4 ) = (—8) también podria haber sido QP =>
4 -7 -3

g

4A.033

2 5
(—1) +t (—5) P insertada — también podria haber sido Q
4 3

eje X intersecado para y=0 y z=0:

y=0 => 0=-1+¢t(-5) & t=—:
z=0 => 0=4+¢t-3 & t=-:2
Differentt => No intersection

Eje y intersecado para x=0 y z=0:

x=0 => 0=2+5¢ & t=—2
z=0 => 0=4+¢t-3 & t=-:2

Diferente t => Sin interseccion

Eje z intersecado para x=0 e y=0:
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y:O => t=—-

Diferentet => Sin interseccion

4A.034
Punto insertado en linea:
3 -1 -2
7 -3 —4
x:3=—-1-2t & t=-2 y: —1=2—-t & t=3

z27=-3-4t & t=—:

Diferentet => No

4A.035
Punto insertado en linea:

(2)- () ()

x: —3=-1-2t ® t=1 y:1=2—-t < t=1
z2 —7=-3—-4t & t=1

Mismot => Si
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4A.036

Las rectas solo pueden cruzarse si sy t son iguales en ese punto en
las tres direcciones. Encontramos s y t via X e y — y probamos por
z:

0)-(e) () v ()-(n) o

=>
X =—6—4s y x =-—30+ 12t
y=14+12s y y =26 — 6t

Encontrar sy t:

—6—4s=-30+ 12t y 14 +12s = 26 — 6t =>

s=0 yt=2

Insertadoenz => 2z, =17 y z, =17 mismovalor =>

Interseccion en el punto donde s=0 y t=2 =>

Interseccion punto (-6, 14, 17)

4A.037

Las rectas solo pueden cruzarse si s y t son iguales en ese punto en
las tres direcciones. Encontramos s y t via X e y — y probamos por
Z:

0-0+C) + -6 -
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y=1+s y y=20
Encontrar s y t:

2—2s=2t y 1+4+s=0 =>
s=—=1y t=2

Insertadoenz => 2z, =2 y 2z, =7 noel mismo valor =>

Zy ¥z, => Sininterseccion

4A.038

La recta y el plano son paralelos cuando AB 1L n (AB ortogonal

con n) (un vector normal del plano) =>
4 1

AB-n=0 => (t—3>-<2>=4+2t—6+12=0 &
3 4

t=-5

4A.039

a: 4x—8y+6z =2 p: —5x—10y—10z =2

4 -5
n, = (—8) no es proporcional a ng = (—10) => No paralelo
6 —10

X e ysonceroeneleje z => «a secruzaen

0-0-6z=2 @ z=: => (0,0,7)
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X e ysonceroeneleje z => f secruzaen

0-0-10z=2 & z=—1 => (0,0, 1)

4A.040
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—2,) =0
o 1(x—2)+2(y—2)+3(z—-3)=0 =>
x—2+2y—4+4+3z—-9=0 &
x+2y+3z—-15=0
p: —(x+2)—-2(y+2)—3(z+3)=0 =>
—x—2—-2y—4-3z-9=0 &
x+2y+3z+15=0
Y: 2(x—6)+0(y—1) —4(z+2)=0 =>
2x—124+0—-4z—-8=0 &
x—2z—10=0
4A.041
2
()
4
Punto insertadoen o 2-1—-5-1+4-1=1 &

1=1 verdad =>

Si,(1,1,1) estaen
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2 1
Ny = (—5> y a= (1) no son proporcionales =>
4 1

No es normal.

El paralelismo se comprueba mediante el producto escalar:

2 1
(—5)-(1) =2—-54+44=1+0 => No paralelo.
4 1

4A.042
2t t
a-b=<—1)-<—1>=0 = 2t’41+3t=0 &
3 t
o —34+v/9—4-2-1
o 22
o —341
4
t=-1 0 — =
2
4A.043

A(l,-1,2) B(0,2,0) C(4,2,1)
a(x —xy) +b(y—y,) +c(z—25) =0 dénde:
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Formamos dos vectores en el plano:

0-1 -1 4-1 3
AB=<2—(—1)>=<3) AC=<2—(—1)>=(3)
0—-2 —2 1-2 -1

El producto vectorial da un vector normal:

w=(3)(3)-(3)

n, y B insertado: 3(x—0)—-7(y—2)—12(z—0)=0 &
3x =7y —12z4+14 =0

Una forma inteligente de calcular el producto cruzado es "repetir los valores
de x™ a continuacion y luego multiplicar los determinantes comenzando en el
medio, luego bajo y finalmente en la parte superior:

-1 3 medio: 3-(—=1)—(-2)-3 3
<3>x<3>= bajo: (=2)-3—(-1)-(-1) =(_7>
—2 -1 arriba: (-1)-3-3-3 -12

-1 3

4A.044
D(-1,1,-2) E(0,-2,0) F(-4,-2, -1)
alx —xg) +b(y—yy) +c(z—25) =0 donde:

Formamos dos vectores en el plano:
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0—-(-1) 1 —4-(-1) -3
DE=<—2—1>=<—3> DF=| —-2-1) =<—3>

0—(-2) 2 —-1—-(-2) 1
El producto vectorial da un vector normal:

1 -3 3
2 1 ~12
ng y E insertado: 3(x—0)—-7(y+2)—12(z—-0)=0 &
3x—7y—14—-12z=0

0,-2,0) insertado: 3:-0—-7(—2)—14-12-0=0 &
14-14=0 verdad => Si

4A.045

) fl)

Aparalelogramo =lax bl = |<_6> | = (32 + (_6)2 + 52)1/2 &
5

Aparalelogramo =70 = 8.37 =>

(Ver la solucion al problema 4A.043 sobre la técnica de célculo del producto
cruz).

Il
Vv
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1 1
Atriéngulo = E ’ Aparalelogramo = E *V 70 = 4.18

4A.046
AL, 1,1) B(1,2,3) C@3,1,2) =>

0 2 1
AB = (1) AC = (0) => ABXxAC = ( 4 ) =>
2 1 -2

1 1 1
Atriéngulo =35 (12 + 4% + (_2)2)/2 = ;\/ 21 = 2.29

4A.047

El &ngulo entre los planos es igual al angulo entre sus vectores
normales:

3 3
n1=<3) n2=(4> = Inyd=+v19 y In,l =+29

-1 2
Formula cos v = —22
|n1|'|n2|
. 19 _ _ _1 19  ago
Aqui COSV = =" => v =co0S (m_m)~36
4A.048

X 1 2
<y>=<2)+t(1> y 3x+3y—z+4=0
VA 3 5

X,y e z desde la linea insertada en el plano:
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3(1+20)+32+t)—(3+5t)+4=0 &

3+46t+6+3t—3—-5t+4=0 &
t = g que se inserta en la linea =>
6
X 1 c 2 9
y)|=2]+=|1]=]| 2 cual es el vector de posicion =>
z 3/ *\s 31

Bl
9 31
Punto (6, > 7)

4A.049

P(1,2,3) y Q4,56 => pQ=(

X 1 3
Linea con P y PQ insertado (y) = (2) +t (3)
Z 3 3
4
4x —y+2z—6=0 => n=(—1>
2

El &ngulo entre el vector direccion de las lineas y el vector normal

del plano es:
3 4
LG)
oSV = — = 32 &

Irl-inl ~ (324+32432)%.(424(-1)2422)%

15
V27 -

15 _1
cos v = => v = cos (
V27 -421

)z51°

g

Y el angulo con el propio plano: 90 — 51 = 39°
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4A.050

El plano B tiene el mismo vector normal que el planoa  =>
1

nﬂ=”a=<3> y punto (5,3, 1) =>
-1

1x—=5)+3(y-3)-1(z-1)=0 &

B: x+3y—2z—13=0

4A.051
P®6,0,2) y a 6x+3y+2z—-5=0 =>
, . __laxq+by +cz +dl _
Formula dist(P,a) = Ty =>
. . _ 16:6+3:0+2:2=5
Aqui dist(P,a) = Gerora 5
4A.052

El angulo entre los planos es igual al angulo entre sus vectores
normales:

2 2
na=<—3> nﬂ=<1> = In,l=vV14 y In,l =421

1 —4
Formula cosv = —<"£
Ingl-lngl
p -3 _ - o z
Aqui COSV = => VR 100° angulo obtuso
y u ~ 180 — 100 = 80° angulo agudo
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4A.053
3x —3+2y+10—-2z4+4=0 ypunto (3,7,2)

13:3+2:7+(=2)-2+111 __ 30

(9+4+4)% N T 7.28

dist.=

4A.054

Control mediante: distancia = radio
(-9,9,-11) with r=12 and 2x+4+y+2z=5

12:(=9)+1-9+2-(-11)-5| _ 36
(4+1+4)% 3

dist.= =12 =>

Si

Y el punto de contacto se sitGa sobre una recta, con un vector
director igual a un vector normal del plano, y que pasa por el

centro de la esfera:

2

Titnea = Nplano = (1> y (9,9, -11)
2

e ()-(3)0)

insertado en la ecuacion del plano:

29+ 2t)+1(9+t) +2(—11+2t) =5
—184+4t+9+t—-224+4t—-5=0
t=4
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insertado en la ecuacién del linea:

X -9 2 -1
(y) = < 9 ) + 4 (1) = (13) cual es el vector de posicion =>
z -11 2 -3

Punto (-1, 13,-3)

4A.055

La recta que pasa por (2, 1, 2) y (3, 3, 3) tiene el vector director:

(-0

Formamos un vector PoP desde el punto Py(2, 1, 2) de la recta,
hasta el punto P(1, 1, 1)

1-2 -1
P0P=<1—1)=(0>
1-2 -1

Formula d = ZXFof!

Il

1\ /-1 -2
I(Z)x( o)l I<0>| (4+0+44)% g%
. — \1 -1/ _ 2 = = — =

Aqui d = 1 C(1+4+1)% (1+4+1)% 0 6% 115

I 2 )i

1

(Ver la solucién al problema 4A.043 sobre la técnica de calculo del producto
cruz).

4A.056

, In-PqP>5l
Formula d =%
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2—0 2
donde PP, = (4 — (—5)) = ( 9 )
—-2-1 -3

1 2 3
1 1 —2

Inl = 14% = /14

21
entonces d =5~ 5.6
4A.057
a: x+3y—z—5=0 B: x+3y—2z—-10=0

Elegimos un punto en a y encontramos su distancia a 3

a: Eleccion x=0 ¢ y=0 => z=-5 => (0,0-5) =>

, . lax,+byq+cz,+dl
= =>
Formula dist(P,a) TV
p . _ 11:043-0+(=1)-(=5)=10 _ I-51 5
Aqui dist(P,a) = CiriE I 1.51

4A.058

La recta que pasa por P(1, 2, 3)y Q(4, 6, 8) tiene el vector
director:

0 = -0
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El angulo entre PQ y ny4p, €S:

3 4
(4)(_1) 18

5 2/ __ ~ _ _ o _
V50-v21  v/50-421 ~ 0.555 => u=>56.3 =>

v=90-u~=337°

cosu =

4A.059

x=0 e y=0 => z=6 => C(0,0,6)
x=0 e z=0 == y=3 => B(0,3,0)
y=0 e z=0 => x=2 => A(2,0,0)

-2 -2

Formamos dos vectores AB = ( 3 ) AC = ( 0 ) =>
0 6

) . -2 -2 18

Area =EIABXACI donde ( 3 )x( 0 ) = (12) =>
0 6 6

, 1 Y
Area = -1AB x ACI = - (18% + 122 + 6%)% = 22— ~ 11.2

La proyeccién de Origo sobre a sigue la recta que pasa por (0, 0,
0) con un vector direccion igual a un vector normal del plano a:

3 x 0 3
3x+2y+z=6 => n=[2]| = L <y>= O>+t<2
1 z 0 1

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 356




Interseccién donde la linea es igual al plano, entonces insertamos |
en o

33)+22t) +t=6 @ Ot+4t+t=6 & t=>

X 0 . 3
Insertado en |: <y>= 0 to 2=
Z 0 1
9 6 3

cual es el vector de posicion del punto (;,;,;)

/-\
N|IwN|lovN| o
\__/

4A.060

Determinamos un punto en la linea de interseccion eligiendo

z=0 =>
a: x+y=0 p: 2x+3y =3 =>
a x=-y => p: —2y+3y=3 => y=3 =>

Entonces, un punto en la linea de interseccion es (-3, 3, 0)

El vector direccion de la linea es ortogonal a ambos planos
vectores normales:

B0 -
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x -8

Control: Eleccién t=1 => punto en linéa: (y) = ( 7 ) =>
z 1

a: -8+7+1=0 B: -16+21-2=3 Ambas son cieretas =>

La cuestion también esta en a y B

4A.061

a: 3x+12y—4z=-6 'y x?>+y*+2z2+10z=-24

Esfera x> +y?+ (z+5)* = —24+25 =>
C0,0,-5 vy r=1

13-0412-0+(—4)-(=5)+6l 2
(9+144+16)% o

dist(C,a) =

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 358




X 0 3
n, esigual r => l: <y>=(0>+t(12)
z -5 —4

Interseccion donde | esigual o => 1 insertadoen a =>

3(3t) +12(12t) —4(-5—-4t) +6 =0 &
9t + 144t + 20+ 16t+6 =0 &
169t + 26 =0 &
t = 172: que insertado en | produce el punto de interseccion/proyeccion:

(52,222,2) ~ (~0.46,~185, 0.586)
4A.062

X2 +y2+ 22 —6x—6y—4z—3=0 &
(x=37+(»-3)+(z-2?=9+9+4+3=25 =>
C@3,3,2) y r=5

b 6 1
Linea <y> = (0) +t (—1) insertado en esfera:
VA 2 1

6+t—3)2+(0—-t—3)2+R2+t—2)2=25 &

(B+t)2+(-3—-t)2+t?>=25 &

3t2+12t—7=0 &

b= —12+./144—4-3-(=7) ~ -124+15.1 N
2-3 6
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t; = 0517 y t; = —4.52 insertado en | da:
Q1(6.517;-0.517;2517) 'y Qx(1.48;4.52;-252)

4A.063

z=x%+y3

Formula del plano alx —xg) +b(y—yy) +c(z—2,) =0
Necesitamos un punto y un vector normal:
El punto esta dado (0, 5, 125)

El vector normal se encuentra mediante el producto cruzado de
dos vectores tangentes. Los vectores tangentes se encuentran
mediante las derivadas (pendientes):

9z _ 92 _ 342
ax—Zx y ay—3y

En nuestro punto:

9z _ . — 92 _ 7 2 _ 9. 2 _
ax—Zx—Z 0=0 y ay—3y =3-5°=75
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que tiene los dos vectores de direccion: Z

THCIEES

1 0 0
(0) x( 1 ) = (—75) que es nuestro vector normal.
0 75 1

Punto y vector normal insertados en la formula de un plano:
0(x—0)—75(y—=5)+1(z—125) =0 s
—75y+375+2z—-125=0 o

O resuelto para z (= f(x,y)), que es mas facil si hacemos un
boceto:

z =75y — 250

Observamos correspondencia con la figura de la funcién.
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Formuladeunplano a(x —xy) + b(y —yy) +c(z—2,) =0

Necesitamos un punto y un vector normal:

El punto esta dado (9, 4, 965)

El vector normal se encuentra mediante el producto cruzado de
dos vectores tangentes. Los vectores tangentes se encuentran
mediante las derivadas (pendientes):
En nuestro punto: Z—i =4x>—-1=4-92—-1=323

2 1 _Ly-%h_q_L.oy4n_3
y dy 1 2V T 1 2 47" = 4

que tiene los dos vectores de direccion:
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1
() -
323

1
)"
323

Punto y vector normal insertados en la formula de un plano:

Tlwm S
I
Y
X
o

que es nuestro vector normal.

BlwRk O
|
|

—323(x — 9) —Z(y —4)+1(z—965) =0

Que puede reducirse. Sin embargo, escrito de esta manera, podemos leer el
punto real y el vector normal utilizado.

O resuelto para z (= f(x,y)), que es mas facil si hacemos un boceto:

z = —1945 + 323x + %y

Observamos correspondencia con la figura de la funcién.
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Parte 4.
Seccion B — soluciones propuestas

4B.01
B C Pitagoras:
“AngeloC; 142 +IDD,I? = 1412 &
IDD;| = (198.81 — 196)"* <>
A D: D |AD| = 14 4+ 1.676 = 15.68 m

tanC, === & (;=6.83° & C=90°+683°~ 96.83°

tanD = —— & D ~ 83.17°
1.676

Controlar: A+B+C+D=90+90+96.83 + 83.17 = 360° Ok.

4B.02
Formula Ccos v =ma|—:|bm
Aqui numerador (40000) ' (820) =0+20000=20000

Aqui denominador (0% + 4000%)” - (8002+52%)" =

3200062
Conjunto cosv =——0_ =5y~ 89.64°
3200062

4B.03

Un rectangulo es un paralelogramo especial, entonces:
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; 0 4 4 Y
Area=I<1>X<O>I=I<O>I=(42+02+(—4)2) &

0 4 —4

Area ~ 5.66 m? y

la x bl

Formula sinv =
lal - bl

X

Aqui a es el vector base i en la direccion x horizontal y b esta en
la direccion de la escalera.

1 4 0 , Y
Numerador |<0> X <0>I = I(—4>| =((-4)") =4
0 4 0

Denominador (12)% - (42442)"% = 32%

Conjunta sinv =i,/ => v =45°
32%

4B.04

Diagonal = OP
5k angulo o esta entre 7i y OP

@) P angulo B esta entre 6j y OP

7i angulo y esta entre 5k y OP

7
OP = (6) => |0P| = (7%+ 6% + 52)% ~ 10.5
5
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-Hf-f -

OP-i 7

cosa = -=— => q = 48.2°
lOPI-lil — 105
_opj 6 . o
cos T loPljl 105 => f =552
0Pk 5 o
COSY =opmkl — 105~ V7 61.6
4B.05

X 3
Ferrocarril ecuacion (y) ( ) S (3)
z 0
X -2
Camino ecuacion (y) ( > ( 4 )
Z 0.1
3

e ()-8

Xey 90+3s=60—2t y 90+3s=70+4t =>
30 3 20 3
t—-;-g y t—:-l'zs
_30_3._20.3
2 2 4 4
9 3

Insertado para encontrar las coordenadas x e y:

Ferrocarril (;) = (o0) — ( ) = (190> o2
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190

O camino (;) =) -2(P) = <g> ~ (832)  Cumplimiento

3

El ferrocarril y el camino se cruzardn en (x,y) = (63.3 ; 63.3)

n - P1P2|

dist.(ferrocarril, camino) = —

Donde P; es un punto de la via férrea y P, es un punto de la
carretera, mientras que n es un vector normal tanto de la via férrea
como de la carretera.

60 — 90 -30
PP, = (70 - 90) = (—20)
3-8 -5
3 -2 0.3
n=r1xr2=<3>x(4>=<—0.3> =>
0 0.1 18

0.3 -30
Il —0.3 J-{ —20 ]I
__Im- PPyl 18 -5 __ 1=94+6-90I

= = =>
Inl (0.32+4(-0.3)2+182)% 18

dist.(f..,c..)

dist. (ferrocarril,camino) =~ 5.17 m

4B.06

X 90 3
Ferrocarril ecuacion (y) = (90) +s (3)

z h 0

X 60 —2
Camino ecuacion <y) = (70) + t( 4 )

Z 3 0.1
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90 3 60 -2
En el cruce (90) +s (3) = (70) + t( 4 ) =>
h 0 3 0.1

Xey 90+3s=60—2t y 90+3s=70+4t =>
30 3 20 3 _
t——?—z y t—:‘l‘z =>
_30_3._20_ 3 o
2 2 4 4
9 3

Insertado para encontrar las coordenadas x e y:
30 190

il () = (90) _ 893y _ 3 ) . (633

Ferrocarril (y) = (o 5 (3) (ﬂ> (s
3

190
O camino (;) =G -2(D = (E) ~ (532) Cumplimiento

3

El ferrocarril y el camino se cruzaran en (X, y) = (63.3; 63.3)

n - P1P2|

dist. (ferrocarril, camino) = —

Donde P; es un punto de la via férrea y P, es un punto de la
carretera, mientras que n es un vector normal tanto de la via férrea
como de la carretera.

60 — 90 —30
PP, = (70 - 90) = (—20)
3—h 3—h

3 -2 0.3
n=r;xr,=\3 x(4 =1 -0.3 =>
0 0.1 18
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n - P1P2| _

dist. (ferrocarril, camino) = o 5.5 =>
0.3\ /—30
|<_10§3>'<;_22>| |-9+6+54—18h1 __ I51—18hl
(032+(-03)2+182)% 18 =—] =059 &
51 — 18hl =99 &
(h=2x_267) or h=221%833

Dado que el ferrocarril pasa por encima de la carretera h es 8.33

4B.07

Plano x+0-y—%z=0 = n=|0

o (-0~ -

En la interseccion la recta se inserta en el plano:

2-2(1+0)=0 @ (A+D=(-2)(-3) ® t=:2

X 2\ (0
t insertado en linea (y) = (5) + <o> =
z 1 1

Asi, la interseccion en el punto (2, 5, g)

wlo Ul N

Angulo entre lineay plano.  cosu = ——

[rl-Inl
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Donde un vector normal del plano horizontal es 1] =>
0
0 1
(92
cosu =~ — & u=90°
Irl- Inl
Angulo entre dos planos cosv =—+ "2
|n1| 0 |n2|
Aqui Ny = MNpoop = 03
4
Y un vector normal del plano horizontal es
0
nz - 0
-1
1 0
)
_ npny "2 - 42
Entonces cosv = gl Iyl (12_,_(_%)2)1/2.(12)1/2 - 2 p &
v = cos‘l(z) ~ 53°
4B.08
15 Se utilizan vectores de velocidad.
Vouews| | 8 Pitagoras: v = (82 +1%)* ~ 8.06
] Direccion: tan 6, =§ & 06, =713°
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La direccion del barco se desvia 7,13° hacia el oeste y la nueva
velocidad es 8.06?

Se produce viento: () + () + (_\/\/55) ~ (g9

Velocidad = longitude del vector

Qx

K

v = (0417 +6.59%)" ~ 6.6~
8 Vnueva

—> 62

ab _ (5) (G59) _ 5272

Direction cos 6, = albl 8 66 52.8

& 62 - 3150

La direccion del barco se desvia 3,15° hacia el este, y el
nueva velocidad es 6.6?

4B.09
Se utilizan vectores de velocidad.
L6 Pitagoras: v = (80 +4%)* ~ 80.1
80 || Vhueva Direccion: tan 6, = % & 06, = 2.86°
La direccion del avion se desvia 2.86°
Y hacia el este y la nueva velocidad es

80.12
S

Cambios de viento:

Horizontalmente el avion seguira estando desviado 2,86° hacia el
este, - y hacia arriba:

© Tom Pedersen WorldMathBook cvr.44731703. Dinamarca. ISBN 978-87-975307-3-3 371




Pitagoras: v = (80.12 + 1) ~ 80.11%

. . 1
Direccion: tan 6,y ipq = 5011 & Ourriva = 0.72°

60 s - 1? = 60 metros

4B.10

m

......

Pardbola y =5x?
Eleccion x=0.05 => y=0.0125 => P(0.05;0.0125)

Este punto P esta en la parabola y también en la recta I: x =0.05

La tangente de la parabola, en este punto, es:
y=ax+b dénde a=2=10x=10-005=05 =>

X
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0.0125=0.5-0.05+b & b=-0.0125 =>

y = 0.5x — 0.0125 Ilamada recta tangente m

El a&ngulo entre my I:

m tiene el vector de direccion (L) vy I: (3) =>

1 0
, m-l : 0.5
angulo cos v = = (0'5)1 (11) = — & v =x634°
lml-1ll 1.25%.1% 1.257%

Por lo tanto, la linea normal n forma un angulo de 90 — 63,4 =
26,6° con la linea I, que es el angulo de incidencia del haz de luz.

Por lo tanto, el angulo entre la linea n y la linea o también es 26,6°
=>
El &ngulo entre la linea 0 y el eje x se convierte en

90 — 26.6 — 26.6 =~ 36.8° =>
Pendiente de la linea o = —tan 36.8° =~ —0.748 =>

Ecuacio de lalinefao y=ax+b
Aqui 0.0125 = —0.748 - 0.05 + b =>
b = 005 =>

Dado que b es el valor de y del punto donde la linea o cruza el eje
y, también es el punto focal de la pardbola: (0, 0.05)
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Parte 5.

Soluciones propuestas

5.01

Observacion méas grande = 6

Observacion méas pequefia = 1

1.cuartil = 3 2.cuartil =4 3.cuartil =5
La mediana = 2.cuartil =4
5.02
Observacién. | Namero de | Frecuencia, f | Frecuencia | Frecuencia
NUmero de visitas personas Del ([j)eecilr?ghe;o acumulada
en %
Frecuencias
resumidas
4 12 0.167 16.7 16.7
5 16 0.222 22.2 38.8
6 1 0.014 1.4 40.2
7 7 0.097 9.7 49.9
8 16 0.222 22.2 72.1
9 10 0.139 13.9 86
10 6 0.083 8.3 94.3
11 4 0.056 5.6 100
Total 72 1 100 % 1
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Frecuencia en %

204

-
0 5 10 . o
Nudmero de visitas

) 412+516+6-1+7-7+8-16+9-10+10-6+11-4
Valor medio = ~ ~ 7.03

n

Formula  Var.= ).~ fi- (x —w?
Aqui Var.=
0.167(4 — 7.03)2 + 0.222(5 — 7.03)?
+0.014(6 — 7.03)2 + 0.097(7 — 7.03)?
+0.222(8 — 7.03)2+0.139(9 — 7.03)?
+0.083(10 — 7.03)2 + 0.056(11 — 7.03)? ~

4.8 =>

Desviacion Estandar: o =+vVar.=v4.8 = 2.2
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5.03

100
% /

80

60

40

20

El conjunto cuartil: [35; 45 ; 55]

5.04

1007
%o

504

60

404

204

T T 1
160 170 180 150 200

x

El conjunto cuartil: [172; 178 ; 183]
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El cuartil del 90% es aprox. 187 cm, lo que significa que el 90%
de los nifios miden 187 cm 0 menos.

175 cm lee 40% y 180 cm lee 60% =>
6 personas es 20% =>

El 100% son 30 personas.

5.05
Observacion. | Numero de | Frecuencia | Frecuencia
tiempo en minutos | nersonas acumulada | en %

terminadas. | en %

(Acumulativo) | Frecuencias

resumidas

35-40 7 0.14 0.14
40-50 276 5.52 5.38
50-60 1669 33.38 27.86
60-70 3210 64.2 30.82
70-80 4093 81.86 17.66
80-90 4492 89.84 7.98
90-120 4896 97.92 8.08
120-150 4974 99.48 1.56
150-180 5000 100 0.52
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60

40

204

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
x

El conjunto cuartil: [58 ; 65 ; 76]

Histograma:

100
D =10%

80

601

40

204

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

5.06

Qs tendra una distributién normal:
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Q2 no tendré una distribucion normal, ya que hay un valor "de
corte” en la pared donde x = 0, pero no es asi para valores de x

mayores.
5.07

frecuencia = % =0.125=12.5%

La probabilidad es 15 sobre 120 =>
probabilidad = — = 0.125 = 12.5%

120

Dado que las dos respuestas son independientes/no estan
relacionadas, la probabilidad sera de 0,125 para cada una.

Conjunta: 0.125-0.125 = 0.0156 = 1.56%

5.08

2 - 3 -4 =24 combinaciones

5.09

CAS: Los datos de “afio” se ingresan de 0 a 100. Los datos
correspondientes a la concentracion “conc.” son ingresados.
Solicitamos una regresion exponencial como:

ExpReg(year, conc.). Enter
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Y ceder por ejemplo:  y = 365.12-1.0064*
que en nuestro caso significa: conc.= 365.12 - 1.0064%1°

donde x = afio esta en el intervalo [0;100]

En el programa utilizado por el autor, el factor de confiabilidad se
dio como: R%?=0,99766 lo cual esta bien. Por tanto, la
estimacion de una funcién exponencial esta bien.

5.10

El caso es "Ambos y", es decir, multiplicacion: 6 -6 - 6 =216
posibilidades

probabilidad __ numero de resultados favorables 1

numero de resultados possibles 6

El caso es "Ambos y", es decir, multiplicacion:

1 1 1
----- = = ~2.78%
6 6 6 216

5.11

Cada dado tiene seis caras con 1, 2, 3, 4, 5, 6 puntos.

El caso es “Cualquira 0”, es decir, mas: 6 + 6 + 6 = 18 puntos.

probabilidad en una tirada = %

3

. ’s . , 01 1 1
El caso es “Cualquira 0”, es decir, mas: ctoto=-=ox 50%

N |-
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5.12

El caso/la eleccidn es cualquier orden, sin repeticion, donde n =6
yr=3

_n! 6 654321 654
(n-r)!  (6=3)! 3.2:1 1

= 120 possibilidades

Liz, Peter y Ann es una posibilidad (el resultado favorable), es

decir:
numero de resultados favorables 1

probabilidad = ~ 0.83%

numero de resultados possibles ~ 120

5.13

El caso/la eleccion no es un orden, sin repeticion donde n=6 y
r=3

n! 6! 6-5-4-3-2-1 6:5-4
K = = =

ri(n-r)! _ 31(6-3)!  1.2:3-1.2:3  1-2-3

= 20 possibilidades

Liz/Peter/Ann u otras 6rdenes son una posibilidad, es decir:

numero de resultados favorables

1
, : =—~ 5%
numero de resultados possibles 20

probabilidad =

5.14

El caso es Cualquier orden, con repeticion, es decir, "Ambos y" =>
24-24-10-10-10-10 -10 = 242-10° = 57 600 000 possibilidades

AB 12 345 is the only favorable outcome =>
probabilidad _ m’rfnero de resultados favor.ables _ 1
numero de resultados possibles 57 600 000
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5.15

El caso no es orden, con repeticion. =>

(n—-1+r)! _ (6—1+3)! 8!

rl-(n-1)!  3L(6-1)!  3I.5!

= 56 possibilidades

Nosotras nombramos los autos Al, A2, A3, B, C, D.

Al, A2, A3, B se puede combinar de 4 maneras.

Al, A2, A3, C se puede combinar de 4 maneras.
Al, A2, A3, D se puede combinar de 4 maneras.

El caso del numero de resultados favorables de los numeradores es
"Cualquira 0", es decir, suma:

iy numero de resultados favorables 4+4+4 12
probabilidad = ! = =—=214%

nuamero de resultados possibles 56 56

5.16

El orden no importa por lo que el caso es sin orden, sin repeticién.

namero de resultados favorables

debemos calcular probabilidad =

numero de resultados possibles
The numerator shows how many ways we may have 3 out of 5 A’s: =>
n! 5! 12

0
T e ez s 10 resultados favorables

Numerador K =

Del total, cudl es el denominador:

n! 120 91101112 _

Denominador K = = =
ri-(n—-r)! 31-(12-3)! 6-9!

220 resutados favorables en total
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. 1
Fraccion probabilidad = % =—= 4.55%

5.17 (5.16 continuado)

El orden no importa por lo que el caso es sin orden, sin repeticion.

Quedan A, A, A, A B, B, C,C,C esdecir9. =>
Denominador K = ——— = —> = %% _ 3¢ 1esultados possibles

ri-(n—-r)! 2!-(9-2)! 2-7!

2! 2
Numerador paraB Ky = oD —11= 2
NumeradorparaC Ky, = —— =2 =3
P C7 oG- 12
These must be combined as “Both, and ” i.e. multiplication =>
FraCCién probabilidad — nﬂr,nero de resultados favor.ables — Kp'Kc — 23 — 1 ~ 16.7%
namero de resultados possibles K 36 6
5.18
El caso es una muestra distribuida binomial. =>
« _ o |p2A-p) p*-(1-p*)

Ip Zf—n ; p+2/—n l
Aqui n=1017 y la estimacion puntual p* = — = 0.401 =>

[0401_2 ,0401 (1-0.401) 0.401 + 2 ’0401 (1-0.401) l [0 37 043]
1017 1017

Por lo tanto, existe una probabilidad del 95% de que entre el 37% y el 43%
de todos los votantes voten por ese partido en particular.
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5.19

El caso es una muestra distribuida binomial. Y calculamos el ca. Intervalo de
confianza del 99%:

% p*-(1-p*) | p*(1-p*)
R =

Aqui n=1500 y laestimacién puntual p* = — = 0.034 =>

l0034 3 ,0034(1 0.034) 0.034 + 3 ’0034(1 0034)] 002 0048]
1500 1500

Por tanto, existe una probabilidad del 95% de que entre el 2% vy el 4,8% de
las 30.000 personas mayores de 10 afios quisieran montar en bicicleta. El
namero de personas es:

0,02-30 000 = 600 y 0,048-30 000 = 1440 corredores

Rentabilidad del 25%: entre 150 y 360 personas que con una probabilidad del
99% asistiran a la nueva escuela de equitacion.

NUmeros complejos

5.20
T T _
c=GHy d=3D =>
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4| Imaginario

Polar

crd=5-3mm=15s = (g)g_g - (g)_§

Rectangular (como vector)

d d =3I

y C 52=x2+y? angulo=45° => x=y =>
52 = 2x? =>
x = 3.56 =>

~ 3.56+3.56-1
c-d=(356+3.56I)- (3] <
c-d=10.71 +10.71> &

c-d=—10.7+10.71

Qln

_ 356+3.56] _ (3.56+3.561)(3I) _ 10.71+10.71> _ 10.71-10.7
- 31 o 31(31) - 912 =)
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£~1.19-1.19]
d
157
4| Imaginario
‘\-d 10
ad A
—I15 —'1{} —IS D_\c % ll{} IIS
1 2 x Real
_1{}_
_15_
5.21
Rectangular (como vector)
a=3+4 y b=-2+5I =>
a-b=@B+4l) -(-2+5]) &
a-b=—6+15] —8I + 201> N
a-b=—-6+71—-20 &

a-b=-—-26+71
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_ 3+4 _ (3+4)(-2-5I) _ —6-15I1-8[-201% _ —6—231+20

SRS

T —2451  (-245D)(-2-51)  4—(25-(-1)) 29

~ 0.483 — 0.7931

Sl S

Polar
mod, = (32 +42)” =5 y
arg, = tan™! g ~ 53.1°

a=(5;53.1°) or 5s31°

méd, = ((—2)% + 5%)” = 29% ~ 5.39

y
angulo con —x = tan™! _iz ~ —68.2°/Al>

argp(dngulo con + x) = 180° — 68.2° = 111.8°
b = (5.39 ) 111.80) (0] 5'39111.8°

Entonces

a-b=(5-539)s531+1118 = 2691649

a 5
2= (=) ~ 0.929_g g0
b 5.39/53.1-111.8

5.22
Rectangular (como vector)
a=3+1 y b=-2-2I
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a-b=0CB+1D-(-2-2I)
a-b=—6-—6[—2]—2]?

a-b=—4—-8I

a _ 3+ (3+D(-2+2D) _ —6+61-21-2I* _ —8+4l
b —2-21 (-2-2I)(-2+2)  4—4l+4I-41> 8

a 1

5= -1+ EI

Polar

méd, = (3% +1%)” = 10”% =~ 3.16 y

arg, = tan™?! % ~ 18.4°

a ~ 3.16.18.4°

méd, = ((=2)2 + (=2)2)% =8%~283 y

5
angulo con — x = tan™! — ~ —68.2°

arg, = 180° + tan% = 225° =>

b = 2.83_~225°

Entonces
a-b= (3.16-2.83)_(18.4 + 225) ~ 8.95.243.4°

a_ (ﬁ)418.4—225 ~ 1.12..—206.6°

b 2.83
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O con angulo positivo: 1.12 ~153.4°

10

Imaginario

a
T a Real
b - /.»V

—10 =5 % 10
X
b
_5_
a-b
_1{}_
5.23
s A .=
zZ = 2(cos§+l-sm§) => z=2-¢:3
=2 e'5) (2 e'5) (2 e'5) = 8 55T = .ol

donde el modulo es 8 y el argumento es w, que puede escribirse
73 = 8(cosw+ I-sinm) =8(-1 +1-0) =-8 <i>

z3 = -8  cual es la forma rectangular.
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