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Forord

Matematik er vores mest pracise videnskab.
Matematik er en smuk videnskab.

Nogle studerer matematik alene, men de fleste bruger det som verktej for fysik,
biologi, medicin, ingenigrvidenskab, gkonomi, ...... , for alt.

Niveau B, A og mere. Starter med de fire regningsarter og slutter i starten af studiet
til bachelor eller kandidat.

Sproget er klart, forstaelse 1 fokus, fagord forklares.

Der er en gvelsessamling til denne bog: OQvelser, opgaver og lgsninger.

Bogen er uathengig af hvilken formelsamling der anvendes.

Bogen er ogsa uafthangig af om der benyttes en lommeregner eller et regneprogram.

Og sa lige en ting mere. Matematik bliver ikke svaerere og svaerere. Det er min
personlige erfaring, og det ser jeg ogséd hos de studerende. Man lerer mere, men det
bliver ikke svarere.

Forfatter: Tom Pedersen, Maskin-procesingenier og ph.d. fra Brunel University,
London. Jeg har arbejdet 1 erhvervslivet som projektleder og radgiver, - som forsker,
og som underviser pa ingeniorstudiet 1 flere fag (Ingenierhgjskolen 1 Helsinger,
Ingenierhejskolen 1 Kebenhavn, og Danmarks Tekniske Universitet (DTU)). Jeg har
undervist meget 1 matematik, herunder alle emnerne i1 denne bog..... God forngjelse!

Tom Pedersen, september 2025.



Procent

Procent betyder "ud af hundrede”. Det vil sige en bregk hvor nevneren er 100.

% betyder 1 ud af 2. Ved at gange med 50 i teller og nevner far man 150—00 eller 50
ud af 100 eller 50%. Skrevet kort:

50

— = 50%

100

Eksempler

1 20-1 20
-=—=—=20%
5 20-5 100

1 1251 _ 125

= = = = 12,5%
8 125-8 100

1 25

= 22 = 250

4 100

eller videre til kommatal

=222 2% = 500 =05

2 50-2 100
=822 B g5y =025

4 25-4 100
2=B2 - - 959 = 0,75

4 25-4 100

2= 2250 T8 2 37,5% = 0,375
8 12,5-8 100

Procent er ud af 100. Kommatal er ud af 1.

1 er en hel. 100% er ogsa en hel.

1= 2% —100%

100

2.

I gér kostede en bestemt bluse 200 kr. I dag er den steget til 225 kr. Hvad er
stigningen 1 %?

200 kr. er udgangspunktet og svarer til 100%.
Stigningen er 225 - 200 = 25 kr. som skal ses 1 forhold til de 200 kr.:



2 = 0,125 = 12,5%
200

Svar: 12,5 %

3.

I gér kostede en bestemt bluse 200 kr. I dag er den faldet til 175 kr. Hvad er prisfaldet
1%?7?

200 kr. er udgangspunktet og svarer til 100%.
Faldet er 200 - 175 = 25 kr. som skal ses 1 forhold til de 200 kr.:

2 = 0,125 = 12,5%
200

Svar: 12,5 % (Man kunne skrive pé et skilt: -12,5% p& denne bluse.)

4.

Prisen pa en boremaskine er 1000 kr. uden moms.

De 1000 kr. svarer til 100%. Med 25% moms bliver prisen:
1,25 - 1000 = 1250 kr.

Svar: 1250 kr.



Del 2. Koordinatsystemet i planen (2D) og funktioner

Koordinatsystemet og afstand

Vi lever 1 en verden med tre dimensioner, vi kalder det rummet og det bestér af
leengde, bredde og hejde.

Hvis vi ngjes med to dimensioner, kaldes det planen (nogle siger planet), og den
bestér af to retninger, f.eks. vandret og lodret. Vi kan ogsé kalde retningerne for
akser. S& har vi forsteaksen og andenaksen, eller fagudtrykkene: abcissen og
ordinaten, begge fra latin. Abcissen betyder ’ud (ab) herfra (cis)”. Man forestiller sig
at std 1 nulpunktet og se vandret ud herfra. Ordinaten betyder ”den almindelige”, dvs.
lodret (alt andet end lodret vil jo vere skavt og dermed ikke almindeligt).

I matematik kalder vi ofte akserne for x-aksen og y-aksen,

2kv. 1. kvadrant

Ikv. 4kv

men de kan ogsd hedde noget andet. I fysik kan 1.aksen f.eks. hedde t for tid, og
2.aksen v for hastighed (= velox eller velocity). I skonomi kan 1.aksen maske hedde
maned og 2.aksen udgifter. Osv.

Akserne deler planen i fire dele, fire kvarte, som kaldes de fire kvadranter. Forste
kvadrant er den fjerdedel, hvor x og y er positive (begge +). Sé roteres mod uret til 2.
3. og 4. kvadrant.

Akserne er vinkelret pa hinanden og skarer hinanden i et felles nulpunkt, skrevet
sddan: (x,y) =(0,0) . Nulpunktet har ogsi navnet Origo - ofte bare O.

P& akserne veelger vi en skala, som passer til opgaven og som normalt inddeles pa
samme made for de to akser. Det kommer dog an pd opgaven. Hvis skalaerne er ens,
siger vi, at de er &kvidistante, som betyder “samme afstand”.



Samlet hedder det et koordinatsystem (ko: sammen med); (ordinat: den almindelige),
og det benyttes alle steder.

F.eks. benyttes koordinatsystemet til at vise, hvordan en funktion forlgber: Den
retlinede funktion, parabelfunktionen, sinusfunktionen, osv.

Vi ser x-vardien som udgangspunktet og y-vaerdien som deraf folger. En funktions x-
vardier kaldes derfor ogsa for Definitionsmengden (Dm), og y-vaerdierne kaldes for
Veerdimeengden (Vm).

Kravet til en funktion er, at der til én x-vardi herer kun én y-vardi. En funktion tegnet i et
koordinatsystem kan derfor ikke gd frem og tilbage i x-retningen, da det ville give flere y-verdier
for én x-vaerdi. Har man brug for dét, taler vi om vektorfunktioner eller parameterfunktioner, som
omtales i Del 4.

Det almindelige retvinklede koordinatsystem kaldes ogsa for det kartesiske (engelsk: cartesian)
koordinatsystem efter matematikeren Descartes.

Koordinater kan ogsa angives som polare koordinater, hvor man beskriver (afstand fra Origo,
vinkel med +x aksen). Se figur:

51

P(r.8) Polar
P(x.y) Kartesisk

r afstand

6 vinkel
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Vi vil beskrive polare koordinater lidt mere i slutningen af bogen.

Nu handler det om almindelige (Kartesiske) koordinater.



Volumenberegning
Vi kan rotere et 2D-areal om x eller y-aksen og fa et 3D-volumen.

Formlen for rotation om x-aksen udledes saledes:

Hvis vi roterer vores uendeligt tynde strimmel om x-aksen, fir vi en mikro cylinder.
En makro cylinder har volumenet

V=mr1-1 1 for lengde
For vores mikro cylinder bliver volumenet
dV = - f(x)? - dx

og nar vi integrerer (samler alle mikro cylinderne) fraatil b

b .
V = [ f(x)*dx rotationsvolumen om x-akse
a

Volumenet kan altsa beregnes, nar vi har et udtryk for funktionen som jo fortaller,
hvordan mikro-cylinderens radius varierer.

Formlen for rotation om y-aksen udledes saledes

y

N

o ph 1.
d dA 0] X

Hvis vi roterer vores uendeligt tynde strimmel om y-aksen, far vi en mikro
cylinderskal. Dens volumen bliver

dV = hgjde - omkreds - mikro-tykkelse =>



dV = f(x) - 2mx - dx =>
og nér vi integrerer (samler alle mikro cylinderskallerne) fra a til b

bliver volumenet regnet numerisk (x eller f(x) kan veare negativ)
b :
V = | 27r-fa x - f(x) dx | rotationsvolumen om y-akse

I forhold til figuren vil rotationsvolumenet ligne rummet under tribunerne pa et
fodboldstadion.

Man kan ogsé se pa rotationsvolumenet som varende arealet A roteret om y-aksen.

Hvis man satter a=0 far man et volumen uden hul 1 midten.

Eksempler
1
Vi vil finde formlen for en kegles volumen.

Vi roterer et linjestykke en gang om x-aksen og far sd en kegle, der ligger ned.

y linjestykke: f(x) = a'x = %-x
r
X
h roteret linjestykke
_ b 2 _
Vo= [ f(x)? dx =>
V = T['foh (% - x)?dx r og h er konstante &
2
vV = n(%) -foh x? dx &
B N2 31"
v=r() -5 ©



V = g > h som er formlen for en kegles volumen
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Forord

Denne bog er evebog for teoribogen med opgaver og lgsningsforslag i fem dele
svarende til de fem dele i teoribogen.

Forst praesenteres fem dele med opgaver, dernast fem dele med forslag til lasninger.

For hver del er der forst traditionelle opgaver, som er nummereret for eksempel:
1A.001, som betyder Del 1, Sektion A, opgave 001.

Dernest er der opgaver 1 anvendt matematik indenfor fysik, kemi, medicin, biologi,
gokonomi og ingenier videnskab. Disse opgaver er nummereret for eksempel: 2B.02,
som betyder Del 2, Sektion B, opgave 02.

Nogle af opgaverne 1 B sektionerne er lidt vanskeligere.

Bogen teenkes anvendt som

e Din matematik-ovelser folgesvend fra ca. 9.klasse til et stykke op i studiet med
scerlig veegt pa stx og tilsvarende samt det forste studiedr

o (velse/opgave bog for stx og tilsvarende samt det forste studiedr.

o (velse/opgave bog der suppleres med en formelsamling og et CAS veerktoj.

Lommeregnere, regneprogrammer, osv. kaldes CAS (Computer Aided Solve) i
denne bog.

Kravene til lommeregner/program er:

Del 1. Alle lommeregnere/programmer.

Del 2. Lommeregner/program med funktioner - det har nasten alle.

Del 3. Avanceret lommeregner/program der kan differentiere og integrere og som kan vise diagrammer.
Del 4. Selve opsatningen af vektorer i Del 4 lgses ikke med fordel med lommeregner/program, men i fald,
skal det veere en avanceret lommeregner/program. Og til de “almindelige” beregninger kan en almindelig
lommeregner/program anvendes.

Del 5. Avanceret lommeregner/program til regression.

Forfatter: Tom Pedersen, Maskin-procesingenier, Ph.D. fra Brunel University,
London. Jeg har arbejdet 1 erhvervslivet som projektleder og radgiver — som forsker
og underviser pa ingenierstudiet i flere fag (Ingenierhgjskolen 1 Helsinger,
Ingenigrhgjskolen 1 Kebenhavn og Danmarks Tekniske Universitet (DTU)). Jeg har
undervist meget 1 matematik, herunder alle emnerne 1 denne bog.



Skent noget kommer gennem hérdt arbejde, hdber jeg, at du vil synes om det.
Matematik er speendende og kan meget.

Tom Pedersen, september 2025.



Opgaver
4A.052
Find bade den spidse og den stumpe vinkel mellem planerne

a: 2x—3y+z=28 p: 2x+y—4z=-8

4A.053
Find afstanden fra punkt P(3, 7, 2) to planen
a 3(x—1D)+2(y+5)—-2(z—-2)=0

2B.09

Jorden har en omkreds pa 40 000 km langs en lengdegrad - og er nasten helt rund.
Vi star pa stranden med vores gjne 2 m over havniveau og ser mod horisonten. Hvor
langt vk ser vi horisonten?

Hvor langt vk ser vi horisonten hvis vi er 40 m, 100 m, 1000 m, over havet?

Lesningsforslag
4A.052

Vinklen mellem planerne er lig med vinklen mellem deres normalvektorer:

2 2
na=<—3> nﬁ=(1> = |nyl =v14 og In,l=+21

1 —4
Formel  cosv = —%£
Ingl-ngl
-3 _ N o :
Her COSV="mrree => VR 100° den stumpe vinkel
Og u =~ 180 — 100 = 80° den spidse vinkel
4A.053

3x—3+2y+10—-2z+4=0 ogpunkt (3,7,2) =>



_13:3+2:74(-2)-24+11] _ 30

dist. Graia =5~ 7.28
2B.09
Vi finder jordens radius:
0=2mr @ r=—=2""2~6378km~6378000m
r \h 7 Pythagoras:
r ) d d>+r2=(r+h? &

d?=(r+h)?—r?

h=2m:

d? = 63780022 — 63780002 < d=5051m=~5km

h =40 m:

d? = 63780402 -6378000%2 < d=22589m =~ 23km
h =100 m:

d? =63781002—-6378000%2 < d=35716m =~ 36km
h =1000 m:

d? =6379000%2 —6378000% & d=112947 m ~ 113 km



